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ELŐSZÓ a második kiadáshoz 


A jelen elektronikus formában kiadott könyv (továbbiakban könyv) a Miskolci Egyetem 
egyetemi szintű gépészmérnök képzésében előadott Kontinuummechanika című tantárgy 
első félévének anyagát öleli fel és nagyban támaszkodik azokra a kontinuummechanikai 
előadásokra, amelyeket az első szerző két évtizeden át tartott az alkalmazott mechani- 
kai ágazat, majd pedig a gépek és szerkezetek mechanikája szakirány hallgatói részére. 
A könyvben bemutatott tananyag a fontosabb jelölések formalizmusa tekintetében teljes 
mértékben igazodik az tankönyv jelölésrendszeréhez (ennek átdolgozott és bővített 
kiadása angol nyelven jelent meg: [6]). A jelen könyv a kétlépcsős képzésben a második 
lépcsőhöz tartozó MSc hallgatók azon körét segíti tanulmányaiban, akiknek alkalmazott 
mechanika a szakiránya és így természetszerűen tanulják a szilárd testek kontinuummecha- 
nikáját. A könyvet a doktori tanulmányokat folytató hallgatók is haszonnal forgathatják. 

A feltételezett előismereteket a mérnökhallgatók matematikai ismeretei alkotják. A 
könyv ennek alapulvételével tekinti át a tenzorszámítás legfontosabb elemeit. Elvben két- 
fajta tárgyalásmód lehetséges: (a) az invariáns, vagy más néven szimbolikus vagy direkt 
tárgyalásmód, illetve (b) az indexes jelölésrendszer alkalmazása a bemutatásra kerülő 
tenzoriális mennyiségek tárgyalása során. Az utóbbi megközelítés feltételezi az indexes 
jelölésmód mennyiségeinek és jelölésbeli konvencióinak alapos ismeretét — ezek részletes 
bemutatása is feladata tehát a könyvnek. 

Megjegyezzük, hogy mindkét tárgyalásmódnak megvannak a maga előnyei, illetve hát- 
rányai. A szimbolikus írásmód előnye, hogy a vizsgálat tárgyát képező egyenletek jobban 
áttekinthetők szerkezetüket és jelentésüket is tekintve. Ugyanakkor előnye és hátránya is, 
hogy koordináta-rendszertől független, továbbá nagyobb figyelem szükséges a tenzoriális 
mennyiségek közötti algebrai műveletek megértéséhez. Az indexes jelölésmód előnye, hogy 
a tekintett (egyébként tetszőleges) görbevonalú koordináta-rendszerben (ez speciális eset- 
ben természetesen egyenesvonalú is lehet) rögtön megkapjuk a vizsgálat tárgyát képező 
probléma skaláris alakú egyenleteit. Ugyanakkor talán kevésbé elegánsan látszik a fizikai 
egyenletek invariáns (koordináta-rendszer független) volta. 

Az indexes jelölésrendszer kiválasztásánál az a körülmény játszotta a legfontosabb sze- 
repet, hogy ebben a jelölésmódban azonnal adódnak a tekintett probléma skaláris egyen- 
letei. Úgy véltük, hogy ez a körülmény önmagában is olyan előny a lehetséges alkalmazói 
kört tekintve, hogy emiatt eleve az indexes jelölésrendszert érdemes alkalmazni a tenzor- 
számítás egyes kérdésköreinek megtárgyalása során. 

Megemlítjük, hogy ahol fontosnak véltük, ott kiírtuk a vizsgálat tárgyát képző egyen- 
letek szimbolikus alakját is. 

Az első nyolc fejezet mindenki számára fontos anyagot tartalmaz. A kilencedik fejezet a 
felületek differenciál-geometriájával foglalkozik. Ezt azoknak érdemes elsősorban elolvasni, 
akik héjelmélettel is foglalkoznak későbbi tanulmányaik során. Ismertes ugyanis, hogy a 
modern héjelméleti tankönyveket többnyire indexes jelölésmódban írják meg. Az utolsó 
fejezet a tenzoranalízis néhány tételét ismerteti tömören. Az új A. Függelék jellegzetes 
felületek estére közli a differencidélgeometria alapvető összefüggéseit. 

Az egyes fejezetek végén különböző nehézségű feladatok találhatók. A jelen második 
kiadásban bővítettük a fejezetvégi feladatok számát. Az új B. Függelék közli valamennyi 
feladat megoldását. Korrigáltuk emellett az időközben fellelt szedési hibákat is. 


Miskolc, 2013. március 22. Kozák Imre és Szeidl György 


1. FEJEZET 


Alapfogalmak 


1.1. VEKTOROK (ISMÉTLŐ ÁTTEKINTÉS) 


1.1.1. Vektoralgebrai összefoglaló. A vektort (geometriailag) irányított egyenes- 
szakasznak tekintjük. 
Tulajdonságai : 
— nagyság (avagy abszolút érték), 
— irány (ezt a vektor un. tartóegyenese, hatásvonala határozza meg), 
— irányítás (ez azt mondja meg merre mutat tartóegyenesén a vektor), 
— mértékegység (a vektorok jelentése általában valamilyen fizikai vagy geometriai 
mennyiség) 
A nullvektornak vagy zérusvektornak az a jellemzője hogy zérus az abszolút értéke. 
Az egységvektor egységnyi abszolút értékű vektor. 
Az alábbiak, csak jelölésben, tehát a vonatkozó műveletek értelmezésének elhagyásával 
tekintik át a vektorok közötti műveleteket : 


— additív műveltek, összeadás, kivonás pl: 





at+b=c; 
— szorzás skalarral: 
pa+Ab=c; 
— két vektor skaláris szorzata: 
a-b=b-a=c 
(pont a művelet jele); 
— vektoridlis szorzás: 
axb=-—bxa=c; 


— diddikus vagy tenzoridlis szorzás: 


(1.1) a@b, (a@b)’ =b@a 


ahol T a transzponalt jelölése (diddok összegének transzponaltja az egyes diddok 
transzponaltjainak összege) — maga a diddikus szorzat a 


ab (ab)? = ba 
alakban, azaz külön műveleti jel nélkül is szedhető, de a o szimbólum is lehet 
műveleti jel (a jelen munka mindig a € szimbólumot használja majd műveleti 
jelként) ; 

— három vektor vegyes szorzata: 
(1.2) [abc] = (ax b)-c =a- (b xc) 
= (bxc)-a=b-(cxa) 
=(cxa)-b=c-(axb); 
1 


2 1.1. Vektorok (ismétlő áttekintés) 


— kétszeres vektoridlis szorzat, kifejtési tétel : 


(1.3a) ax(bxc) =(a-c)b—(a-b)c, 

(1.3b) (ax b)xc=(a-c)b—(b-c)a; 
— diddikus szorzat és vektor skalaris szorzata : 

(1.4a) (a®@b)-c=a(b-c), 

(1.4b) c- (a&b) =(c-a)b 


(nem mindegy, hogy a diádot jobbról vagy balról szorozzuk skalárisan a vektorral!). 
— diádikus szorzat és vektor vektoriális szorzata : 


(1.5a) (a9b)xc—ag(bxc), 
(1.5b) cx (a@b) =(cxa)@b. 
Ha kartéziuszi KR-t alkalmazunk a vektorokkal, tenzo- 


rokkal kapcsolatos műveletek végrehajtása során, akkor — 

összhangban az ábrával és eltérően a gyakorta használatos 
x, y és z a koordináta-tengelyek, 
ez, ey ÉS ez a koordinata-tengelyek pozitív irányába 
mutató három egységvektor 

jelölésektől 
y', y? és y? jelöli a három koordináta-tengelyt, és 
11, ig és i az 1, 2 és 3 jelű koordináta-tengelyek po- 
zitív irányába mutató egységvektor. 





1.1. ábra. Kartéziuszi KR Indexes jelölésmódban a mennyiségeket (ezeket valamilyen 

betű jelöli) indexekkel látjuk el. Megjegyezzük a későbbiek 

kedvéért, hogy valamely egyindexes mennyiség felső indexes értéke általában nem egyezik 
meg ugyanezen mennyiség alsó indexes értékével. 


1.1.2. Lineárisan összefüggő, lineárisan független vektorok. Lineárisan függet- 
lenek az a, a2,..., an; n>2 |a;ļ>0 z—1,...,n vektorok , ha a 


pray + p2a2 +... +Pnan =0 


egyenletnek csak triviális megoldása van, azaz ha 








Pı = P2 =... = Pn =l. 
Lineárisan összefüggőek az aı, a2,..., an; N2 |a;|>O i=1,...,n vektorok, ha 
létezik legalább két zérustól különböző p;. 
Az alábbiakban sorra vesszük két, három és háromnál több vektor esetén a lineáris 
függetlenség (összefüggőség) eseteit : 


Két vektor: Két párhuzamos vektor esetén, amint az azonnal látható a 





pıaı +p2a2 = 0 | -ay 
egyenletből az aı-el történő szorzás után, lineárisan összefüggőek a vektorok, hi- 
szen ekkor 
a2" az 
Pı = —Pp2 . 
ay ay 


Az utóbbi képlet azt is mutatja, hogy végtelen sok a megoldások száma. 
Ha nem párhuzamosak a vektorok akkor az 


Pi1a1tp2a2— 0 |x ag 
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egyenletből az ag vektorral jobbról történő szorzás után az 
pıaı x az = 0 
e 
#0 
eredményt kapjuk, ahonnan azonnal következik, hogy 
Pı = 0 , 
hiszen zérustól különböző az a, x az vektorszorzat. 

Ugyanígy adódik az a, vektorral balról történő vektoriális szorzással, hogy 
pı = 0. 

Következésképp két nem párhuzamos vektor mindig lineárisan független. 

Ha lineárisan függetlenek az aı, a2 vektorok, akkor bármely az ai és ag által 
kifeszített síkkal párhuzamos vektor kifejezhető az a; és ap lineáris kombinációja- 
ként: azt mondjuk, hogy síkbeli bázist alkotnak az az és aj vektorok. 

Három vektor: Ha a három vektor komplanáris (egy síkban van), akkor 
[la1a2a3] =0 

és a három vektor lineárisan összefüggő. Valóban, 

(a) ha nem párhuzamosak, akkor azért, mert bármelyik megadható megadható a, 
másik kettő lineáris kombinációjaként ; 

(b) ha kettő párhuzamos, akkor azért, mert ez a kettő lineárisan összefüggő ; 

(c) ha mindhárom párhuzamos, akkor pedig azért, mert a (b) szerint van közöttük 
két lineárisan összefüggő vektor. 

Ha a három vektor nem komplanáris (nincs egy síkban), akkor 


[ajaga3] = ao £0 
következőleg a 
ag X ag 
pı1aı + pra + pzas = 0 "4 a3 Xa, 
a, X ao 
szorzatokbél a 
pila1a2az31— 0 — polaia2a31—0 —_ ps[arazas] = 0 
vagy ami ugyanaz a 
pı=0 p2=0 p;=0 
eredményt kapjuk. Eszerint a három vektor lineárisan független. 
Négy vagy több vektor: Először négy vektort tekintünk. 
(a) Ha kettő párhuzamos, vagy három egy síkban van, akkor az előzőek alapján 
lineárisan összefüggőek a vektorok. 
(b) Tegyük fel, hogy három vektor, mondjuk az aj, az és az nem komplanáris. Az 





m ni 

ag X ag 2 3 1 

pia, + p2a2 + p3a3 + psa, = 0 :§ a3 Xay 3 12 
aj X ag 1 2 3 


szorzatokból, tekintettel a képletsor jobboldalán álló táblázatra, illetve az m, 
n és i betűk táblázattal definiált értelmezésére a 


pilai az a3] + palaszaman] = 0 i= 1,2,3 


eredmény következik. Mivel az a, nem lehet egyidejűleg az 
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a2 az 

az a, által kifeszített síkokban 

aj ag 
a fenti egyenletek közül legalább egynek van nem triviális megoldása. Négy 
vektor tehát mindig lineárisan összefüggő. Ez egyben azt is jelenti, hogy a 
négynél több vektor is mindig lineárisan összefüggő. 

Tegyük fel, hogy aı, a, és az nem komplanáris, azaz [a; az az] =a, #0. Ekkor, fennáll 
a fentiek alapján a 


a = Srl e ay a = \1aı + A2a2 + Azaz 
P4 P4 P4 
~ wo w~ 
AL A2 Az 


egyenlet. Az egyenlet szerint tetszőleges ay vektor kifejezhető a nem komplanáris aj, ao, 
és az vektorok segítségével. A nem komplanáris aj, az, és az vektorok tehát az euklideszi 
tér egy bázisát alkotják. 


1.1.3. Vektor tetszőleges (ferdeszögű) bázisban. Az ai, az, és az bázisvektorok- 
hoz értelmezés szerint a 
ag X a3 a3 X ag a, X ag 
(1.6) al = =. gR =  ; a? = 


Qo Qo Qo 





reciprok vektorok (reciprok bazisvektorok vagy röviden bázis) tartoznak (tartozik). 
Könnyen ellenőrizhető, hogy a bázisvektorok és reciprok bázisvektorok között a 


k.n _ jJ lhak=l 2 
(1.7) a TE z k,l =1,2,3 


összefüggés áll fenn. 
Mivel bázist alkotnak az aı, a2 és az vektorok bármely v vektor kifejezhető segitsé- 
gükkel a 
(1.8) v = vla; +v°as + vag 
alakban, ahol vt, v? és v rendre a v vektor aj, a2, és a3-ra vonatkozó koordinátáját jelöli. 
Az képlet alapján, kihasználva az összefüggést a 


(1.9a) v—-v-al; v=v-a; v=va’ 


alakban kapjuk a vi koordinátákat. Tömören : 


(1.9b) vi=v-a’s i=1,23. 
Visszahelyettesitve a ví-re vonatkozó képleteket elemi átalakításokkal kapjuk, hogy 
(1.10) v =v'a,+v7a2+v"az = aj(a'-v)+ae(a?-v) +a3(a-v) 
azaz, hogy 
(1.11) v — [aj Qa! a. 9a ta: gal -v, 
I 


ahol a megjelölt képletrész az I egységtenzor kell legyen, hiszen az I önmagára képezi le 
a v vektort. 
Az (1.8) és (1.11) képletek közötti gondolatmenet ismétlésével írhatjuk, hogy 


(1.12) v = via! +a? th vza? 
ahonnan - ismét kihasználva az (1.7) összefüggést — kapjuk, hogy 


(1.13a) v = V-a]; Ug = V - ao; v3 = V -a3 . 
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Az utóbbi egyenletben álló vı, va és v3 a v vektor a‘, a?, a? bázisra vonatkoztatott 
koordinátáit jelöli. Tömör alakban: 


(1.13b) Vi = V'ai. 
A fentiek alapján fennáll, hogy 


v — a! (a v)+a°(a2:v)+aľ(as-v) 
—— — 


K—— 
v v2 v3 
azaz 
(1.14) v= [|a @a, +a’ Qa: +a? Qaz]: v , 
S —] 
I 


ami egyben azt is jelenti, hogy az I tenzor ismét az egységtenzor, pontosabban az (LIL 
alatti alak transzponáltja — visszautalunk itt az képletet követő magyarázatra. 


1.2. KOORDINATA-RENDSZEREK 


1.2.1. Ferdeszögű KR-ek (általánosítás). Az [L2] ábra egy, az (x!, x?, x3), vagy 
röviden (x) az módon jelölt, ferdeszögű egyenesvonalú KR-t szemléltet. Az zt, x? és x? 
koordináta-tengelyek irányát és irányítását az egymástól különböző, és egymással nem 
90°-os szöget bezáró gi, go és g3 vektorok jelölik ki. A ferdeszögű szó jelzőként történő 





lokális bázis 


1.2. ábra. Ferdeszögű egyenesvonalú KR 


használata arra a körülményre utal, hogy a koordináta-tengelyek nem merőlegesek egy- 
másra. Felhívjuk arra is a figyelmet, hogy a g1, g2 és g3 vektorok nem szükségképen 
egységvektorok. Fel fogjuk továbbá tételezni, hogy 


(1.15) Yo = [818283] #0. 


Ez egyben azt jelenti az előző szakaszban leírtak alapján, hogy bázist alkotnak a g1, go 
és g3 vektorok. 

A g1, g2 és g3 vektorok alkotta bázist kovariáns bázisnak, magukat a bázisvektorokat 
pedig kovariáns bázisvektoroknak nevezzük majd. A kovariáns jelző egyrészt arra utal, 
hogy a bázisvektorok egymástól való megkülönböztetését alsó indexpozícióban elhelyezett 
számok teszik lehetővé. A kovariáns szó emellett arra is utal, hogy ezek a bázisvektorok 
eleget tesznek egy a szakaszban részletezett transzformációs szabálynak a 
egyenletnek. 

Az ábra feltünteti a tér tetszőleges P pontjának 


(1.16) r = rtg +r’ g+r°g3 


6 1.2. Koordinata-rendszerek 


a helyvektorat, valamint a P ponthoz kötött és a g1, go és g vektorok által kifeszített 
ún. lokális bázist. Ebben a lokális bazisban adjuk majd meg a P térponthoz kötött fizikai, 
vagy geometriai mennyiségeket leíró tenzorokat. 

A jelen esetben minden egyes térpontban azonos a lokális bázis. Görbevonalú KR-ek 
esetén azonban, amint azt később az pontban majd látni fogjuk, pontról pontra 
változik a lokális bázis. 

Vegyük észre, hogy 


(1.17) ge. 1=1,2,3. 


Az (L6) képlet alapján a 


82 X 83 83 X 81 81 X 82 


(1.18) 


? 


Yo Yo Yo 





módon értelmezzük a g; (i = 1,2,3) vektorokhoz tartozó reciprok vektorokat. 

Megjegyezzük, hogy az (LIS) képletekkel értelmezett g!, g? és g? vektorok ugyancsak 
bázist alkotnak. Ezeket a bazisvektorokat, mivel felső indexpozicidban van elhelyezve a 
bázisvektorok megkülönböztetését segítő számozás, kontravariáns bázisvektoroknak nevez- 
zük. Az általuk alkotott bázis pedig a kontravariáns bázis. 

A helyvektort adó képletben álló x!, x”, xz’ koordináták az ún. kontravariáns 
koordináták. 

Speciális esetben, ha egymásra kölcsönösen merőlegesek és egységvektorok a kovariáns 
bázisvektorok, azaz ha kartéziuszi KR-é válik a ferdeszögű KR az 


(1.19a) y=r yar’, ysr? 
és 
(1.19b) i=l =g=gh b= =gp=g, her eger 


összefüggések állnak fenn a kontravariáns koordináták és a vonatkozó bázisvektorok kö- 
zött. 


1.2.2. A bázisvektorok további tulajdonságai. A bázisvektorokat azonosító szá- 
mok indexként jelentek meg. Tömörebb és így áttekinthetőbb írásmód elérése érdekében 
abban állapodunk meg az indexek tekintetében, hogy a latin betűs index az 1, 2, 3 a görög- 
betűs index pedig az 1, 2 értékeket veheti fel anélkül, hogy erre egyéb jelölésben külön is 
felhívnánk a figyelmet. Az indexekre vonatkozó megállapodásunk szerint a 


gı kifejezés önmagában a három kovariáns bázisvektort, a 


g" kifejezés pedig a három kontravariáns bázisvektort jelöli. 


A két indexes ó", ő", 5)", őri Kronecker szimbólumot (Kronecker deltát) a 


(1.20) 





kifejezés értelmezi. Mivel az értelmezés szerint a ð", és ô" a k és | indexek minden lehet- 
séges értékére megegyezik egymással ezek esetén közömbös az indexek sorrendje. 

Visszaidézve a bázisvektorok és a reciprok bázisvektorok között fennálló egyen- 
letet (a"-nak g", aj-nek g; felel meg) írhatjuk, hogy 


(1.21) 
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Figyeljük meg, hogy mindkét oldalon azonos az indexek sorrendje és pozíciója. 
Megmutatjuk a továbbiakban, hogy fennáll a 


B 1 1 
apa [ggg] A ez 
Yo [818283] 
— itt y° a felsdindexes bazisvektorok vegyesszorzata —, vagy ami ugyanaz a 
1 
(1.22) y? = — 
Yo 


összefüggés. Az igazolás a kétszeres vektorszorzatokkal kapcsolatos és a lentiekhez illesz- 
kedően az (ax b) xc=(a-c)b—(b-c)a alakban kiírt kifejtési tétel alkalmazásán nyugszik: 
a b K 


1 a za 
: (“g3 xsi) 


81 
g xe SG 
w 


aaan 1 
x (g1 X 2) = — |gs: (gi x g2)gı—0] = — . 
Yo Yo 
Kovetkezéleg 
P =g": (g? xg?) =g g, ==> 
— To To 
ôt =1 
Az is látszik az igazolás első lépéseként írt egyenlet jobb és baloldalának egybevetéséből, 
hogy 
g? xg? 
ye 
Ez az egyenlet azt mutatja, hogy gı vektor a reciprok bázis egyik reciprok vektora. Ha- 
sonlóan lehet ugyanezt igazolni a go és g3 bázisvektorok esetén. Következőleg az eredeti 
g1, Z2, g3 bázis a reciprok bázis reciproka. 

A továbbiakban fontos szerepet játszik az egyenletek egyszerűbb írását szolgáló ún. 
Einstein-féle összegezési konvenció. Az összegezési konvenció azt írja elő, hogy a különböző 
indexpozicidban lévő azonos (néma) indexek szerint összegezni kell. 

Így például 


(1.23) e, = 0 +07, +0 =3 


vagy 


g1 = og x g? = 


1 ha r=m 


8r ôl, = ör ő, +6",62,, FE =06",, mivel a kifejezés értéke ( 0 ha rxm 


m 

A 6",, végeredmény előállítása a következő módon foglalható szavakba: a 6!,,-el történő 
szorzás hatására az első deltában álló l néma indexet át kell nevezni a második deltában 
álló nem néma index nevére — azaz az m névre — és ekkor elhagyható a második delta. 

A szavakba foglalt megfigyelés alapján szokás a Kronecker szimbólumot indexdtnevezé 
operátornak nevezni. 

Vegyük észre, hogy az összegző (néma) index is átnevezhető: ő", = ő) —ő", 

További fontos megállapodás, hogy egyenletek írása során az önmagában (önmagukban) 
álló, nem néma (a képletben nem ismételt) indexet (indexeket) szabad indexnek (indexek- 
nek) fogjuk nevezni. 


1.2.3. A permutációs szimbólum, vektoriális és vegyes szorzatok. Azt fogjuk 
mondani, hogy a klm indexhármas páros permutációja az 1,2,3 számoknak, ha 123, 231 
vagy 312 az értéke. Páratlan permutációról beszélünk, ha a klm indexhármasnak 132, 321 
vagy 213 az értéke. 
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páros páratlan 
1 1 
aan 
3 2 3 2 
waa Ses ee 


1.3. Abra. Paros és páratlan permutációk 


Figyeljük meg, hogy az 1, 2 vagy 3 számok egyikét elsőnek véve a páros permutaci6k az 
óramutató járásával egyező irányban, a páratlan permutaciok pedig az óramutató járásával 
ellentétes irányban olvashatók le az 1,2,3 számokat körök segítségével szemléltető ábráról. 

Az alsó és felső indexes permutációs szimbólumot az 


T 
Cekim vagy era 


módon jelöljük. A permutációs szimbólumok értelmezését a 


páros 

(1.24a) = haa klm páratlan permutációja az 123-nak 
nem 

és a 
páros 

(1.24b) haa pqr páratlan permutdcidja az 123-nak 


nem 





képletek adják. 
Az , (L.18) és az (1.24a) képletek egybevetése alapján a 
(1.25a) Bk X Si = YoCkimS”™ 


alakban írható fel a gy és gy bazisvektorok vektoridlis szorzata. 
Ugyanígy ellenőrizhető, hogy 


(1.25b) g” x g" = Yoe Em . 
Legyen 
(1.26) Eklm = Yo kim és EPT ee ePm, 


AZ Ekim és £P” mennyiségeket (objektumokat) alsóindexes (kovariáns), illetve felsőindexes 
(kontravariáns) permutációs tenzornak fogjuk nevezni. 

Az elnevezésnek az a magyarázata, hogy epszilon tenzor tenzor ún. valódi tenzor. Ezt 
később az (5.6) összefüggéssel kapcsolatos gondolatmenet igazolja — a részleteket illetően 
lásd a [41] oldalt. 


A permutációs tenzorok segítségével 
(1.27) EkX BS EkmgE” é&æ g xg =e gm 
a bázisvektorok vektoriális szorzatai. 
Az (L25alb) és az (1.26) felhasználásával 
(1.28a) [Sc Si Sr] = (Se X Bi) "Br = Yo€kir B" Sr = Yo€kim = Ekim 
om 
a három alsóindexes (kovariáns), és 
(1.28b) fa’ gtg] = (8P xg) g” =e" gg = ebe — ető 
ő 


r 
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a három felsdindexes (kontravariáns) bazisvektor vegyes szorzata. 


1.2.4. Permutációs szimbólumok szorzatai. Az alábbiakban megvizsgáljuk, hogy 
milyen értékeket vehetnek fel az 


kar ker 2 klm 
Ektme , Ektme és Eektme 


szorzatok. 

Vegyük észre, hogy az első esetben egy index (ez a k), a második esetben két index (a 
k és £), a harmadik esetben pedig valamennyi index összegező (néma) index. 

Mivel a második és harmadik eset az elsőből származtatható érdemes az utóbbit vizs- 
gálni először. Ha kiírjuk az 


kgr — 3qr 


lqr 2qr 
Chom Eleme T + ezme T + €3rme 


hogy az összeg 
— csak akkor különbözik zérustól, 
(a) ha 
f=¢, mer, Lm 
és ez esetben 1 az értéke (ekkor ui. az alsó és felső indexhármasok egyszerre 
vagy páros, vagy páratlan permutációk — a jobboldalon pedig csak egy tag 
különbözik zérustól) 
(b) vagypedig, ha 
L=r, m=q, Lm 
és ez esetben —1 az értéke (ekkor ui. az alsó és felső indexhármas különböző 
permutáció — ha az egyik páros a másik páratlan és viszont — és ismét csak 
egy nem zérus tag van a jobboldalon), 
— egyébként pedig, mindig zérus értékű. 
Nem nehéz ellenőrizni, kihasználva a Kronecker szimbólum (1.20) alatti értelmezését, 
hogy a 
Op Ön OR Ön 
kifejezés ugyanezen értékeket veszi fel. Következésképp, tekintettel az és az 
képletekre is 


(1.29) Ektmé TT = bane = On. = Or Oya, — óp Om" 


az első szorzat értéke. A 67”, negyedrendti Kronecker-deltét maga a képlet értelmezi. 
Az utóbbi képlet alapján kapjuk meg a második szorzat értékét : 
Erme a = Cane" = On, = Op Om =) 0" = 20m, í 
Ey Ee 


Innen 

(1.30a) Sie jee = 28. 
Ami a harmadik szorzatot illeti, az utóbbi képlettel az 

(1.30b) eae Sean = 20 SO 


eredmény adódik. 
A második szorzat egy alkalmazásaként fejezzük ki a g7-et az (1.27), egyenletből. Ha 
átszorzunk e*'"-el, akkor 
klr klr om 
E X 1 = EkimE 
Sk X BI — S 
2 l 


m 
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az eredmény, azaz 


1 
(1.31a) g" — 5 et gy Xg. 
Ugyanígy adódik, hogy 
(1.31b) Br = 5 Ekm B XB” 


1.2.5. G6rbevonalt koordinata-rendszerek. Az (y) kartéziuszi KR-ben a P pont- 
nak 
r= yin 
a helyvektora. Legyen (x', x”, x?) három nem feltétlenül azonos dimenziójú valós változó, 
amelyek mindegyike a valós számok egy-egy részhalmazán (vagypedig a valós számok 


teljes halmazán) fut végig. Tételezzük fel, hogy létezik az 
(1.32) y™ =y" (xt, 2°, 2°) 
függvényhármas, amely differenciálható és kölcsönösen egyértelmű, ha az y" a tér egy 


B tartományának valamely pontja. Mivel a differenciálhatóság miatt a P pont elemi 
környezetében fennállnak a 


Oy* Oy" Oy. » 1 
Ort dz! taz dx Ka = dy 
Oy? Oy? 
1.33 = 
(1.33) Bert ását eso = dy? 
3y? ðy? dy® 2 3 
Aut dz! taz dz? +55 dz = dy 


egyenletek az kapcsolat csak akkor fordítható meg az elemi környezetben (csak ak- 
kor kölcsönösen egyértelmű a P pont elemi környezetében), ha a dx*-t tekintve ismeretlen- 
nek van megoldása az lineáris algebrai egyenletrendszernek. A megoldhatóságnak 
az a feltétele, hogy 

Oy* Əy! Əy! 


Bat 022 023 
(1.34) Iya = mr ae 95 70, 

dy? dy? dy? 

Ort ðr? 093 
azaz zérustól különböző kell legyen a J, Jacobi-féle függvénydetermináns. Ha a B tar- 
tomány minden pontjában teljesül az feltétel, akkor a kapcsolat megfordítható a 


teljes B tartományban, azaz létezik az 
(1.35) a = any) 
inverz függvényhármas. 


A továbbiakban mindig feltételezzük, hogy kölcsönösen egyértelmű (azaz megfordít- 
ható) az (1.32) függvénykapcsolat. Ez esetben nyilvánvalóan zérustól különbözik a 


z2 z2 z2 
(1.36) damlar Sy | #0, 


J ee se resets is. 

Az 5) egyenlettel adott x” hármast a P pont görbevonalú (kontravariáns) koordi- 
ae eaten 

A későbbiek kedvéért megállapodunk abban, hogy valamilyen kontravariáns, mondjuk 
az x! koordináta szerinti parciális deriválás esetén a nevezőben álló k felső index a teljes 
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deriváltat tekintve alsó indexnek minősül, és így megjelenhet összegező, illetve szabad 
indexként is. Ezzel a megállapodással a 

_ oy" 
~ Oak 
módon tömör alakban írható fel az (L33) egyenletrendszer. Megjegyezzük, hogy ezt a 
megállapodást, anélkül, hogy kimondtuk volna, már korábban is alkalmaztuk az (1.17) 
egyenlet esetén, ahol az ¿į valójában alsó pozícióban álló szabad indexként szerepel mindkét 
oldalon. 


(1.37) dy" da" , 








1.4. ábra. Görbevonalú KR 


Tekintettel az függvénykapcsolatra a P pont 
(1.38) r =r(x', x°, x°’) = y (x, 2229 +y’ (x, 2, 2 )igty?(z', £’, ris 
helyvektora a pont z! görbevonalú koordinátáinak függvénye. Az 

r(x’, x? = állandó, z? = állandó) , r(x’ = állandó, 27, x? = állandó) , 
és 
r(x = állandó, z? = állandó, x?) 

térgörbéknek rendre z1, x? és x? a paramétere. Magukat a térgörbéket, mivel csak a görbe 
paramétereként szereplő görbevonalú koordináta változik a görbék mentén, xt, x, illetve 
x? koordináta-vonalaknak szokás nevezni. 

Az 

r(x' = állandó, 29, x’), r(x', g? = állandó, x?), r(x’, 2”, x? = állandó) 


görbült felületek mentén állandó értékűek az x, x?, illetve x? görbevonalú koordináták. 

Ez okból S1, 52 és $3 koordináta-felület a nevük. Nyilvánvaló, hogy az x', x”, és x? koordi- 

nátavonalak az 55 és Sz, az 51 és Sb, illetve az 51 és 52 koordinátafelületek metszésvonalai. 
A koordináta-vonalak 


ðr dy! Oy? y’, 


BI Bt ött azt Pt Bar 
ðr Oy, Oy’. y? 
oo e= aor = Dai it gga at Baa lo 
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érintéinek zérustél különböző a 


—] 92 ô? o? ] — 
Yo Oxi ðr? x3 Iya 


vegyesszorzata, ha kölcsönösen egyértelmű az (1.32) fiiggvénykapcsolat. Mivel ez feltevé- 
stink yo #0, következik tehát, hogy kovariáns bázist alkotnak a P pontban a koordináta- 
vonalak 


Or 
Ox" 
érintő vektorai. Ez a bázis a pontról pontra változó un. lokális bázis, amely általában 
ferdeszögű de bizonyos esetekben (pl. henger KR, avagy gömbi KR) ortogonális (utób- 
bi esetben bázisvektorok kölcsönösen merőlegesek egymásra). A (reciprok bázisvektoro- 
kat)|kontravaridns bázist] most is (g" jelöli) la g" reciprok bázisvektorok alkotják] és 
változatlanul érvényesek a bázisvektorok vektoriális szorzatainak, valamint a kovariáns 
és kontravariáns bázisvektorok számításának az [1.2.1] és [1.2.2] szakaszokban megismert 
képletei. 

Magától értetődik, hogy a P pont fizikai állapotát leíró valamennyi tenzor megadható 
ebben a bázisban. 

Az a vektor például az 


(1.40) Si = 





(1.41) a =a'g)+a7g.+a°gs = aig! +a2g"+a3g" , 
vagy tomoren az 
a— a"gp = apg" 
alakban írható fel, ahol általában 
(1.42) a! +a, a? + az , a? Æ ag. 


A fenti képletekben álló a? és ax rendre az a vektor kontravariáns illetve kontravariáns 
koordinátáit jelöli. A vektort tekintve 


Ï 2 3 2 1 2 3 
agi, a 82, a 83 es ag , a28 , a38 


az a koordináta-irányú összetevői a kovariáns illetve kontravariáns bázisban. 


GYAKORLATOK 


1. Vizsgálja meg vajon lineárisan függetlenek-e egymástól az azonos ponthoz kötött- 
nek tekintett (közös alkalmazási pontú) aı, az és az vektorok: 


a, = 2114 127313 , ay = 211 +i + 3i; , 
a2 = 511 + 1012 + 2is ő a2 = 611 + Tig + 513 5 
ag = 611 31 - 913 ; ag = 911 + 1012 + 813 : 


2. Igazolja, hogy bázist alkotnak a 
g1 = l +i2+i3, g2 = 1, +12 + 2is és g3 = 1, + 2i2 + 313 


vektorok. Írja fel az a = 611 + 9ig + 14i; vektort ebben a bázisban. 

3. Tegyük fel, hogy lineárisan függetlenek az azonos ponthoz kötöttnek tekintett aı, 
a és ag vektorok. Mekkora a A állandó értéke, ha lineárisan összefüggőek a bı és 
bə vektorok? 


bi = a + 4a, + 2az , bə = a, + Aang — ag í 
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4. Igazolja, hogy az képletekkel értelmezett reciprok bazisvektorok is a harom- 
méretű tér egy bázisát alkotják. 
5. Igazolja, hogy a 
A181 + A282 + Aves = 0 
egyenletnek csak triviális megoldása van a Aj, Az és Az skaldrokra, ha Jy. 4 0 


2. FEJEZET 
Az indexes jelölési mód alapjai 


2.1. MŰVELETEK INDEXES MENNYISÉGEKKEL 


2.1.1. Objektumok, sokaságok. A jelen szakaszban bevezetésre kerülő jelölések, je- 
lölésbeli megállapodásoknak, összhangban az eddigiekkel, az a fő célja, hogy egyszerűbbé 
tegyék a vektoriális, illetve a tenzoriális egyenletek írását. 

Az lax] (a? ) számhármast (változóhármast) |alsdindexes]|{felsdindexes} vagy egyindexes 
hármasnak, rendezett sokaságnak (objektumnak) nevezzük. 

Kézi számításhoz az alsóindexes sokaságok sorvektorként illetve oszlopvektorként mát- 
rixba rendezhetők a 


ak => [a a az], 
vagypedig a 
ay 
âk => a2 
a3 


módon. 

A felsőindexes a? sokaság ugyanilyen módon foglalható sor-, vagy oszlopmátrixba. 

Az egyes egyindexes sokaságok egymástól való megkülönböztetését a sokaságokat azo- 
nosító betűk eltérése teszi lehetővé. 

Megállapodunk abban a továbbiak során — anélkül, hogy erre a megállapodásra külön 
is felhívnánk a figyelmet —, hogy az 


ak és a? 


egyindexes sokaság ugyanazon vektor kovariáns és kontravariáns koordinátáit jelenti va- 
lamilyen lokális ferdeszögű bázisban. 

Ami a szóhasználatot illeti az egyszerűségre törekedve azt fogjuk mondani, hogy az ax 
vagy az aP vektor. 

Ha oszlopmátrixba rendezett vektorokat használunk valamilyen okból pl. számítások 
végzése során, akkor azok szedésben az 


ay a 
(2.1) la] Sh a |, illetve az [a?] = | a? 
a3 a? 


módokon jelennek meg. 
A bevezetett jelöléssel az a+ b = c vektorösszeg vagy az 


ak t+ bp = Ck , vagypedig az a" +b" = c" 


alakban írható fel. 
További fontos kérdésre világítanak rá az alábbiak. 
Tekintsünk két, az (1) és (2) jelű, ferdeszögű KR-t. Legyen 


ak, valamint ak 
(1) 2 


15 
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az (1) és (2) jelű ferdeszogti KR-ben vett számhármas (változóhármas). A két hármas 
akkor adja ugyanazon vektor kovariáns koordinátáit a vonatkozó KR-ekben, ha fennáll az 
k k 

arg — arg 

Am Oe 
egyenlőség. A fenti képletből, amint részletesen is látni foguk az [5.1.1] szakaszban, az 
következik, hogy csak akkor alkotja ugyanazon vektor három kovariáns koordinátáját az 
(1) és (2) jelű ferdeszögű KR-ben értelmezett 


lamint 
z Bs valamin 2 k 


hármas, ha alkalmas transzformációs összefüggés teljesül a tekintett két hármas között. 
Az 
arbi, apb, afb, abp , vagy n 
mennyiségek kétindeges, illetve másodrendű sokaságok, objektumok. Ezek is mátrixba ren- 
dezhetők ha megállapodunk abban, hogy balról jobbra haladva az első index (függetlenül 
attól, hogy alsó vagy felső) sort, a második index pedig (ugyancsak függetlenül attól, 


hogy alsó avagy felső) oszlopot azonosít. A mondottak alapján az a,b; szorzat, vagy a cą” 
sokaság a 


aıbı aib2 ayb3 Cy ch ch 
akbi > a2b1 aba a b3 ‘ or > Cy c Ca 
azbi azba a3b3 ey Cc; Cc. 


módon rendezhető, illetve foglalható matrixba. 

Visszaidézve és részben kihasználva az ((1.20) és (1.21) képleteket a kétindexes objek- 
tumok tipikus példáiként adódnak a kovariáns és kontravariáns bázisvektorok 
(2.2a) p” = gp g” és 0y =g" gk 


szorzatai. Közös mátrixuk 
1 
(2.2b) [5,"] = [oJ = | 0 


alakú. Ezt ugyanolyan módon szedtük mint az ax illetve a? vektorok oszlopmatrixait. 

A kovariáns bázisvektor kovariáns bázisvektorral vett, illetve a kontravariáns bázisvek- 
tor kontravariáns bázisvektorral vett skalárszorzata a gxı és gP% kétindexes objektumokat 
értelmezi: 


Jur 912 913 
(2.3a) Gri = 8k Bl, [gri] = | g2 922 923 
931 932 933 


(2.3b) ghi=gr-gt, [gh] = 


Vegyük észre, hogy a (2.3a|b) képletek a gr; és g?! kétindexes sokaségok mátrixait is 
tartalmazzak. 
Megjegyezzük, hogy: 
1. Fennállnak a skalarszorzat kommutativitasa miatt a 
(2.4) Jkl = Ilik 5 gt = g” 


relációk. Ezek azt fejezik ki, hogy szimmetrikusak a gx és g”! kétindexes sokasagok 
matrixai. 
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2. Bár vektorok skalárszorzataiként értelmeztük a ô”, 0",, Gm és g”! kétindexes 
sokaságokat látni fogjuk később, hogy ezek a mennyiségek az egységtenzor (más 
néven metrikus tenzor) különböző alakjai. 

Háromindezes sokaságnak tekinthetők az 


ie 
Ekim ; e” 


permutációs szimbólumok, valamint a belőlük képzett 


Tr oO Tr 
Ekim = YoCkim, EPT eye 


szorzatok az tn. epszilon tenzorok (az utóbbi mennyiségeket az egyenlettel értel- 
meztiik, tenzor mivoltuk igazolását a [41] oldalon leljük fel). 

Visszaidézve az [1.2.2] szakasz megállapodásait a latin (és görög) indexek értékéről, 
az összegezési konvencióról és ezzel összefüggésben a néma és a szabad index fogalmáról, 
valamint kihasználva a sokaságokról mondottakat is a 


I. gil. i 1 1 
7 ea F ne 2 
a Ca kő a = r 
Ci Ca 3 a b 


egyenlet, ez formailag lineáris egyenletrendszer a c*,, együtthatókkal, az a" ismeretlennel 
és a b" zavarótaggal, a 


(2.5) c" a™ cb 


tömör alakban írható fel, ahol a pirossal szedett, az egyenleteket számláló index a sza- 
bad index, amely mindkét oldalon ugyanabban az indexpozícióban kell, hogy álljon. Ha 
ezt a szabályt nem tartjuk be sérül az indexegyensúly elve, amely azt mondja ki, hogy 
egy indexes jelölésmódban írt egyenlet minden tagjában azonos azaz vagy felső, vagy al- 
só indexpozícióban kell, hogy legyen(ek) a (az azonos) szabad index(ek). A többesszám 
használata az utóbbi mondatban arra utal, hogy egynél több szabadindex is lehetséges. 


2.1.2. Vektorok koordinátái, indexemelés és süllyesztés. Kiindulva az 
(2.6) a= a" gp = apg? 


egyenletből, majd kihasználva az (L.10) képletet, a Kronecker delta indexatnevezé operá- 
tor voltát, valamint (a 2.3alb) összefüggéseket azt kapjuk, hogy 


m 


(2.7a) a-g” —a*g,-g” —a"d,” =a 


(2.7b) a‘ gı = ap Z” - gi = apó", = ay. 


Ha még a fenti két képletet is helyettesítjük a lenti átalakítások utolsó lépésében, akkor 
adódik, hogy 








(2.8a) ag" = apg” g” ag" ft =a”, 
(2.8b) a-g =a"gk gi =a" ga = tt =a. 
Összegezve: 


Szavakban: az |a; kovariáns koordinata|{a™ kontravariáns koordináta} az a vektor |kova- 
riáns g)|{kontravaridns g” } bázisvektorral való skaláris szorzata. 
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A (2.9b)); 2 képletek az indexemelés és indexsiillyesztés szabályai. Segítségükkel megad- 
hatók az [az kovaridns|{a™ kontravariáns} koordináták az (a" kontravaridns}[a, kovariáns] 
koordinátákkal feltéve, hogy ismertek a gxi és gP" objektumok. 

A (2.9a)12 képletek szerint a 


Sk ` Bı = Jkl 
SY 
szorzat a gx vektor l-ik kovariáns, a 
E 2 Sy 
SY 


a 


szorzat pedig a g? vektor m-ik kontravariáns koordinátája. Következésképp a gx és g” 
bázisvektorok a 


(2.10) és 


alakban írhatók fel. Szavakban: az indexemelés és süllyesztés (2.9b)ı 2 alatti szabályai a 
bazisvektorokra is vonatkoznak. A (2.10); összefüggések következménye, hogy 
SE = p E Bin = IGP" m = Gg” 
= al 
ô, ő 


m 


avagy, elhagyva a lépéseket, hogy 


(2.11) ő? = ga g” . 
Kiírva a képletben szereplő objektumok mátrixait 
100 Gur 912 913 g? g? g” 
0 1 0 |=] gar 922 923 Gg g” 
0 0 1 931 932 933 S gyes ogee 
5,” Jkl g!? 


az eredmény, ami azt jelenti, hogy a [gx] mátrix a [g] mátrix inverze és viszont. A fenti 
képlet alapján azt fogjuk, mondani, hogy a br; és a d sokaságok egymás inverzei, ha 
fennáll a 


(2.12) bud? = 6? 


egyenlet. Ezzel a szóhasználattal élve a gąı sokaság a g'? sokaság inverze és viszont. Az 
inverz fogalmáról másodrendű tenzorok esetén a [6.1.5) alszakaszban esik majd részlete- 
sebben szó. 


2.1.3. Műveletek vektorok között. Az alábbiak az indexes jelölésmód alkalmazása 
mellett tekintik át a vektorokkal való műveleteket. 


Szorzás skalárral: 
Tekintsük az 


a—a"gry—apg? és b = b'gik = bg" 
vektorokat. Ha a 
c = őgy = Cg” 
vektor az a vektor és a A skalár szorzata, akkor 
cs = Aa 


c=)a, vagy aA 
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Additív műveletek: 


Az a és a b vektorok A és 4 skalárokkal súlyozott c összege (különbsége) a 
cs = àa! + ub" 
c=Aatpb, vagy a is Nate ihe 


módon írható. 

Ismét hangsúlyozzuk a (2.5) egyenletet követő bekezdés lényegét: a szabad indexek 
egy egyenlet minden tagjában azonos (vagy felső), vagypedig alsó indexpozícióban kell, 
hogy legyenek. 

A fenti képletek jól szemléltetik az indexes jelölésmód ama előnyét, hogy nem kell 
feltüntetni a vektoriális egyenletek írása során a bázisvektorokat. 

Skaláris szorzás: 


Kihasználva a (2.3b) összefüggést, illetve az indexemelés és süllyesztés (2.9b))1 2 
alatti szabályát a 
c—a:b— ag” bag! = ap g”1b, = a! b, = 
pe p q q 
ad 
(2.18) = ap gbg = Gy bP = ap bP = agg, bP 
WH Ww 


bP al gqp 
alakban kapjuk az a és b vektorok skalarszorzatat. 

A (2.13) egyenlet egy jelolésbeli megállapodást tükröz: ha nem egymás mellett álló 
vektorok között kell végrehajtani skalaris (vagy vektoridlis) szorzást, akkor azt a fentieknek 
megfelelő felül nyitott téglalapszerű vonalazás segítségével szedjük, oly módon, hogy a 
műveleti jel a vízszintes vonalszakasz közepén jelenik meg. Az is kiolvasható, mint szabály 
a fenti képletből, hogy néma indexpár esetén az egyik lesüllyesztése a másik felemelésével 
kell, hogy társuljon és viszont és ez a szabály mindig érvényes, hiszen a néma indexpár 
átnevezhetők : 

a? b, = ap b” = ax b" . 
Vektortális szorzás: 
Az a és a b vektorok c vektoriális szorzata a bázisvektorok vektoriális szorzatát 


adó (£27); 2 képletek felhasználásával írhatók fel 


axb=a! big xg = Ekma” big" = mg” =C, 


azaz 
(2.14a) Cra = Extn" , 
illetve 
a x b = ap bgg? xg? =e" apbggr = C gr =C, 
azaz 


eaw) 


Az indexemelés (indexsüllyesztés) (2.9b)ı 2 alatti szabályait kihasználva átalakítható 
a (2.14b) egyenlet : 


r Tr T kyl 
Cm = C Orm = gh Irmapba =g” JrmIpkJql a b. 
— — 


Másrészt a képlet szerint: 


Cm = Eklm ab! 
SY 
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Egyenlőség csak akkor lehetséges, ha megegyeznek egymással a kapcsos zárójellel megjelölt 
részek: 


(2.15a) 


Ugyanilyen módon igazolható, hogy 
(2.15b) EE segg g g 


A (2.15alb) összefüggések szerint [az alsóindexes] (a felsdindexes} epszilon tenzor úgy 
kapható meg [a felsőindexes] {az alsdindexes} epszilon tenzorból, hogy az utóbbi vala- 
mennyi indexét [lesiillyesztjiik] { felemeljük). 

Vegyes szorzat: 
Az a, b és c vektorok d vegyes szorzata a összefüggésből következő 


d = |abe] = (a x b) -c =e?" apbgg, Cog? = e Tapbacsó," = eTapbacs 
L. 


képlet alapjan a 


(216) 


alakban írható fel. Hasonlóan kapjuk, hogy 
(2.16b) d= Ekma" be" . 


Diádikus szorzat: 


Az a, b vektorok diádikus szorzata másodrendű tenzor, amelyet a 
C=a®b 


módon írunk, ahol ® a diddikus szorzás műveleti jele. Figyelembe véve az a és b 
különböző előállításait a C tenzor a 
(2.17) C = ab B” DB’ = Cu 8” OB = 
Meg 
Cpa 
= Apbag” 8” OB: = cg" @8s = 
—— 
Cp? 
= Og?" by 8r OB" = CBr OB" = 
—— 
Ca 
= apg? bag” Sr Og: = C” Sr @¥s 
——— 
alakokban írható fel, ahol általában 
Cy FC y- 

A (2.17) képletben álló g?@g? etc. diddok a bazistenzorok, melyek indexei balról jobbra 
haladva ugyanabban a sorrendben követik egymást, mint néma parjaik a c mellett. Mivel 
indexes jelölésmódban sem a bázisvektorokat, sem pedig a bázistenzorokat nem írjuk ki 
az egyszerű írásmód biztosítása kedvéért az elhagyott bázistenzorokban álló bázisvekto- 


rok sorrendjét a kiírt tagok szabadindexeinek sorrendje határozza meg. Tekintsük erre 
példaként az eddig megismert objektumok segítségével felírt 


s 
dim = Chast 


egyenletet, amelyben pirossal szedtiik a szabadindexeket. 
Előfordulhat, hogy valamilyen okból eltér egymástól egy indexes jelolésmédban írt 
egyenletben az egyes tagok szabadindexeinek sorrendje. Ez esetben az a megállapodás, 
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hogy a tényleges sorrendet az egyenlet baloldala, vagypedig a baloldalon álló legelső tag 
határozza meg. Ezzel a megállapodással élve a fenti egyenlet a 
dim = Emisd? 


alakban is megadható. 

Bár az utóbbi megállapodás egyértelműen meghatározza a bázistenzort alkotó bázis- 
vektorok sorrendjét, lehetőség szerint törekedni kell arra, hogy indexes jelölésmódban írt 
egyenletek esetén minden tagban azonos legyen a szabadindexek sorrendje. 


GYAKORLATOK 


1. Vizsgálja meg, hogy melyik kifejezés értelmes indexes jelölésmódban a lentiek kö- 
zül. Irja ki részletesen az értelmes kifejezéseket. 


i. a ii. amnb” iii. amn iv. Camm 
V. axkkb"? vi. Geb vii. a pe” viii. eI ajg 
2. Azonos vagy eltérő jelentésűek-e a 
i. am dn ii. d,a lil. amne” iv. Ars” 


kifejezések ? 
3. Mutassa meg, hogy 
ay bb! =0 , 
ha Qkl = — alk. 
4. Igazolja indexes jeldlésmédban, hogy 
[a x (bx c)]- gy = arc" bk — a,b" Ck 
és, hogy 
[(a x b) x c]-g, = a,c" bg — brc ak . 
(Vegyük észre, hogy a fenti összefüggések helyességének igazolása valójában az (1.3) 
alatti kifejtési tétel helyességének igazolását jelenti!) 
5. Mutassa meg indexes jelöléseket alkalmazva, hogy 
(ax b)-(c x d) — a,c byd" — a, d" bpe . 
6. Igazolja indexes jelölésmódban, hogy 
(ax b) (cxd) = [cda] b- [cdb] a. 
7. Igazolja, szimbolikus-, majd ezt követően indexes jelölésmódban, hogy kollineári- 
sak az a és c vektorok, ha fennállnak az 
ax(bxc)—(axb)xc, a-b40, c-b£0 


összefüggések. 
8. Az 
ax (bxc)+bx(cexa)+ex (ax b) =0 


egyenlet az ún. Jacobi-féle azonosság. Igazolja az azonosság fennállását. 


3. FEJEZET 


A determinans 


3.1. A DETERMINANS ES AZ ADJUNGALT 


3.1.1. Determinans indexes jelöléssel. A determináns a matrixnak tekintett a? 
objektum elemeiből képezhető, mint az összes olyan haromtényezés szorzat összege, amely- 
ben a szorzatok minden sorból és minden oszlopból csak egy-egy elemet tartalmaznak, 
előjelüket pedig az dönti el, hogy növekvő sorszám (oszlopszám) szerint rendezve a szor- 
zótényezőket a sorszámok (oszlopszámok) által alkotott hármasok páros vagy páratlan 
permutációi-e az 1,2 és 3 számoknak: páros permutáció esetén pozitív, páratlan permu- 
táció esetén negatív az előjel. 

A determinánst az 


ay al, al 
(3.1) |a” | =det(a?,) =| a7, a, a, 
Oy. a, a’; 
módokon jelöljük. 
A jól ismert első sor szerinti kifejtéssel 
(3-2a) a" l= a (aaz z a” 305) = a’,(a"\a°, = aga?) - as (a a? al aga) 


a determináns értéke. Némi számolással és a permutációs szimbólum tulajdonságainak 
felhasználásával ellenőrizhető, hogy a 


1. sor 2. sor 3. sor 


m |__ pqr „1 2 3 — 
ja" |=" a, ag a, = 
1 i 2 1 2 
(3.2b) oe = aaa — at aga 
2qr 1 28 i 2 8 
e FA 94°30") — A 9a a gr 
ear +a},a?,a3, —a4a?,a°, 


képlet is az első sor szerinti kifejtése a determindnsnak hiszen a p index az oszlopokat 
számlálja. 

Ha felcseréljük a p-t és g-t a permutációs szimbólumban, akkor előjelváltás következik 
be. Ha emellett a p-t g-ra, a g-t pedig p-re nevezzük át a 


3 3 


_|,m | — „Pr l ,2 — spars 2 „1 
a"n = Eea a a =O a" a 4a, 


alakot kapjuk, ami azt tükrözi, hogy a sorcsere előjelváltozást eredményez. 
Visszaidézve, hogy e!?? = 1 átírható aB.2b] képlet az alábbi alakba: 


e223] la" 1—eT gel nl) gel 


Innen, egymástól különböző betűket téve a téglalapocskékban álló számok helyére, az 


(3.3) ejtla" |= er aa a 
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eredmény következik. Szorozzunk most at e;jx-val és használjuk ki, ijk-t gondolva kim 


helyére, az (11.305) összefüggést : 


k 


igk| m | __ qpr i „j 
Cun” | an| = ege? Apa gap: 
— / 


Innen 


(3.4a) 





a determináns értéke. Ugyanígy igazolható, hogy 


T a 
(3.4b) mnl = al etik EPT a pajgükr , 








1 MT 
(3.4c) la" = 3 Cik epgra Pata" 
és, hogy 
n 1 ijk Pa ig r 
(3.4d) lan | = 31 Spar aj ap. 





Vegyük észre, hogy a fenti négy képlet azonos szerkezetű, bármelyik jobboldala megkap- 
ható a másikból, ha alkalmas indexemeléseket, illetve indexsüllyesztéseket végzünk. 


3.1.2. Az adjungált és az inverz. Feltételezzük a továbbiakban, hogy az indexként 
álló nagybetű rögzített (nem futó) indexértéket jelöl. Tekintsük az 


Ijk S-t 
e CRtA jAk 


szorzatot. Ha ebben az összegben a nem zérus tagokat keressük csak, akkor fel kell téte- 
leznünk, hogy 
ITAj#k és RA att. 

(Feltételezzük továbbá, ez ui. nem sérti az általánosságot, hogy parosak a szorzatot számí- 
tása során az elsőként tekintett IJK és RST permutaciok.) A fenti szorzatot adó összeg 
számítása során minden lehetséges esetet a rögzített IJK és RST indexekkel adunk majd 
meg. Legyen A! p az összeg fele. Ezzel a jelöléssel és az összes lehetőség figyelembevételével 
(3.5) a Eg 

; =a5,a7, +a", a5,—-a5, a? ,—a" jak =2 (a°, a? — a5 ar) 


az összeg, ahonnan — visszatérve a megszokott kis indexekhez — a 


(3.6) 





alakban írjuk az A -et. Az A’, jelentése az A’, (3.5) alatti részletes kiírásából olvasható 
ki. Eszerint A‘, az a”;-hez (az r-ik sorhoz és 7-ik oszlophoz) tartozó előjeles aldetermináns. 
Valóban, ha pl. J = 2, R = 3, akkor J = 3, K = 1 és S=1, T = 2; következőleg 


241.9 1 2 
A‘; =@30°;-@ 13, 


ami az a°,-héz tartozó előjeles aldeterminans. 
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Az állítás általánosabb igazolását adja az alábbi átalakítás: 


m n _ 7m = pnw q ro nuv m oq r — 
a" A" =a ev epgr au d, = ee ae = 
— amam 


; — Epor 
nit p no g “Pa 


a (3.3) szerint |a*,|e™9" 


1 
= Z E epar lak = Jato", , 
— 
28m, 
ahonnan 
(3.7) 


ir ijk „rst 
A" = z en e Ag; atk, 





(3.8) i 
Ain = 5 ijkêrst a” a, 
és 
(3.9) 
amivel 
(3.10) 





A (8.6), B.8) és (8-9) összefüggések értelmezik az aF;, a,;, a" és a,’ sokaságok (objek- 
tumok) Af, AT, A;, és A,” adjungáltjait. 
A (3.7) és (8.10) képletekben álló 





A" Arp A AP 
=A 5 —, L , valamint F 
an las] |a| las] 
törtek pedig tekintettel a képletre és képlet kapcsán mondottakra az a", , an; 67" 


és a." sokaságok (objektumok) inverzeit adják. 


3.2. ALKALMAZÁSOK 
3.2.1. Determinánsok szorzástétele. Tekintsük a 
G 2 a, b." 


szorzatot. A szorzat determinánsa a képlet alapján a (8.3) figyelembevételével szá- 
mithat6: 


d) __ par klim _ pqr hyp k ipl. jpm 
(3.11) le |= Be Ekim Cp Cq Cp” = BO Ekim Qp ba" aq bj ab; ™ = 
— qr hod kplpm _ hij z ti zZ t 
= 31 e? ap ag ay Cklm b, b; b; = 31 E " Chij lay IIb. | = Ia |b; | 
: —S —— 


eis a,,7| enijlbs*| 3! 
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Szavakban: két matrix szorzatának determinénsa a mátrixok determindnsainak szorzata. 
Ez az eredmény a determinansok szorzdstétele néven ismert. A tétel egy alkalmazaésaként 
tekintstik a 


(3.12) gu g! = 6, 


szorzatot. Legyen 


(3.13) Jo = Idril és g = |g". 

Az (8.12) baloldalanak g,g° a determinansa, a jobboldalnak pedig 
1 0 0 
001 

Következésképp 


8.18) 
3.2.2. A bazisvektorok vegyes szorzata és a metrikus tenzor determinansa. 
Mivel a (2.10), alapján 
81— 918",  8B2=9%48";, B3 = 9387 
az (L.28alb) és az (1.22) képletek felhasználásával írható, hogy 
1 
= — , [g?e%e°] = , — eras 
Yo = [818283] = 917 929 935 187878] = Jip 924 93 i 


oO 
EPIT ory epar 


azaz, hogy 
(Yo)? = gPa Jip 929 93s = Jo 
——S 
g? 
vagyis 
(3.15a) (ie) =a. 
Ugyanígy mutatható meg, hogy 
(3.15b) (PF = 9" 


3.2.3. A permutaciéds szimbólum, mint determináns. Az alábbiakban megmu- 
tatjuk, hogy 
i -O 0 
(3.16a) Chim =| Oy O° 4 
Ôm! Dee Őn 
A determinánst kifejtve az első oszlop szerint a 
eredményt kapjuk. A fenti kifejezés értéke 
0, ha klm nem permutáció (ekkor ui. van legalább két azonos index a klm indexek 
között, következésképp a determináns legalább két sora azonos) ; 
1, ha klm páros permutáció (ekkor ui. (a) klm, lmk, vagy mkl megegyezik az 123- 
al és így a pirossal szedett szorzatokat magába foglaló tagok egyike 1, a másik 


kettő pedig zérus, mivel az utóbbi esetben különböznek a ó-k indexei; (b) a kékkel 
szedett szorzatokat tartalmazó tagok mindegyike zérus, mert itt is különböznek a 


ó-k indexei) ; 
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-1, ha klm páratlan permutáció (ekkor ui. (a) kml, lkm, vagy mlk megegyezik az 
123-al és így a kékkel szedett szorzatokat magába foglaló tagok egyike —1, a másik 
kettő pedig zérus mivel az utóbbi esetben különböznek a ð-k indexei; (b) a pirossal 
szedett szorzatokat tartalmazó tagok mindegyike zérus, mert itt is különböznek a 
ó-k indexei). 

Ezt kellett bizonyítani. 
Hasonló gondolatmenettel adódik, hogy 


AP “Oy Oy" 
(3.16b) ev =| 6," 05° 0," 
A (3.16alb) képletek következménye, hogy 
dj, OO. AP ő Oy" OO. Oye 
(3.17) tune? =e PT =| ő 67 ő Oe Oe 09 |=) OF? OF or 
Ôm! Om Omo || 8P 637 őz Om? Oml Om 


Az állítás belátásához a determinánsok szorzástételét kell visszafelé alkalmazni és figye- 
lembe kell venni, hogyha igaz az állítás, akkor a 


O° Oe On va ne 6," Oe Ők Of 
ô, 1 ô, 2 > 65” by q 092" = Oe ô, q ô, r 
ön 62 6 ÖP 3l oe Sm? Enl Onn” 


szorzat példaként vett és kékkel szedett eleme az első matrix második sorának és a maso- 
dik mátrix első oszlopának kell legyen a szorzata. Valóban, kihasználva, hogy egy összeg 
tömören is írható az összegező index felhasználásával és átnevező operátornak véve az 
egyik Kronecker deltát azt kapjuk, hogy 


66,” +e O +6753” = OONA = ôP Š 
Ugyanilyen módon eljárva a fennmaradó nyolc elem esetén megkapjuk végül az állítás 
teljes igazolását. 





GYAKORLATOK 
1. Igazolja, hogy 
3go = gog”! . 
O9pq 


2. Igazolja, az előző feladat alapján, hogy 





ln go = 9" . 
Ipa 


4. FEJEZET 


Tenzorok 


4.1. A MÁSODRENDŰ TENZOR 


4.1.1. A másodrendű tenzor geometriai fogalma. Elsőként visszaidézzük kissé 
eltérő jelöléssel az [1.1.3] szakasz néhány eredményét. Tekintsük az egymástól lineárisan 
független következőleg bázist alkotó vı, v2 és v3 vektorokat. Ez esetben [vı v2 v3] Æ 0 és 
bázist alkotnak a 

x1 V2X V3 *9 V3XV1 *3 Vi X V2 
ysn ve = ———., v? = ——— 
[vi V2 v3] [vi V2 va] [vi V2 v3] 
reciprok vektorok is. Következőleg tetszőleges v vektor megadható a 
V=p'vi+p'v2+p'vs 


alakban, ahol a 
(4.1) pi=v-v', pi=vev’, és p=v-v 


skalarok a v vektor v; vektorokra vonatkoztatott koordinátái. 
A másodrendű tenzor fogalmának bevezetéseként megvizsgáljuk a homogén lineáris 
vektor-vektor függvények tulajdonságait. Azt mondjuk, hogy homogén lineáris a 


(4.2) w —f(v) 

vektor-vektor függvény, ha teljesül az 

(4.3) f(p'v + p°v2 +p°vs) = p'f(v1) + pf (ve) + p°£ (vs) 
fiigevényegyenlet. 





4.1. Abra. A v vektor leképezése a w vektorra 


Geometriailag a fenti egyenlet olyan függvénynek tekinthető, amely a tetszőleges O, 
pontból felmért v vektorok háromméretű terét leképezi az ugyancsak tetszőleges Owy pont- 
ból felmért w vektorok háromméretű terére — a [4.1] ábra az (y) kartéziuszi KR-ben szem- 
lélteti a leképezést. A v vektorokat tárgyvektoroknak, a w vektorokat képvektoroknak 
nevezzük. Röviden az mondható, hogy a w vektor a v vektor képe. 

Nem elfajuló a leképezés, ha a v vektorok teljes terét a w vektorok teljes terére képez- 
zük le; elfajuló (nem megfordítható) a leképezés, ha a v vektorok terét síkra, egyenesre, 
avagy pontra képezzük le. 
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Jelölje rendre 
(4.4) w =f(v1), w2 = f (v2) és w3 = f (v3) 
a bázist alkotó v1, v2 és v3 vektorok képeit. Nyilvánvaló a (4.2), (4.3) és (4.4) összefüggések 
alapján, hogy 
(4.5) w = f(v) =f(p'vi 4 p’v24+ p’v3) = p"wi +p°w2+p°ws . 


Ez az összefüggés azt jelenti, hogy a leképezést egyértelműen meghatározza a vı, V2 és 
v3 vektorok w1, w2 és w3 képe. A (41) egyenlet és a diád jobboldalról vektorral történő 
skaláris szorzásának alatti szabálya segítségével tovább alakítható a fenti képlet : 


(4.6) w= f(v) =w V vW V2-v +W V°- v= 


= [woi +wev?+wav" v, 


N, oae 
W 


ahol 
(4.7) W =w @v!+w.@v?+w3@v? 
a leképezés másodrendű tenzora. 
Megjegyzések : 
1. A fentiek szerint a tenzor bármilyen bázis és a bázis három képvektora segítségével 
— ez most a wy és a V? hármas — megadható. 


2. Ennek ellenére érdemes a tekintett KR-hez igazodni (görbevonalú KR. esetén a 
lokális bázist használni) ; a következő szakasz ezt kérdést taglalja. 


4.1.2. Másodrendű tenzor lokális bázisban. Mivel a ferdeszögű KR. bázisvekto- 
rait és a görbevonalú KR lokális bázisát kifeszítő bázisvektorokat ugyanúgy jelöltük, az 
alábbiak mindkét esetre vonatkoznak. A későbbiek kedvéért azonban a görbevonalú KR-el 
kapcsolatos szóhasználatot részesítjük előnybe. 

Jelölje most a a képvektorokat, és d a tárgyvektorokat. Az előző szakasz gondolatme- 
netének lépéseivel, de a görbevonalú KR lokális bázisát véve alapul írhatjuk, hogy 
a= f(d) = f(d'g, +d’g2+d°g3) = d'f (g1) + d°f (g2) +d°f (g3) , 
a —— —— 
al ag a3 
ahol di a d vektor g;-hez tartozó kontravariáns koordinátája, az a; pedig a g; bazisvek- 
tor képe. A fenti képlet a d" = g*-d és ag d*® = axgf -d = ax ®g* -d összefüggések 
figyelembevételével alakítható tovább: 
a = f(d) = f(d'gı +d’g2 + d’g3) = ai d! +a d? +a d? = 
= [a 9g +a ag? raz ag] d. 
N o 
A 
Itt 
A =a ®g'+a.@g*+a;@g* =a; og 
a leképezés tenzora. Mivel 
ai = aig’ = ag 
az A tenzor az 


(4.8a) A = agg" @g' — ag og 
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alakokban adható meg. A diddban álló második g* bazisvektor 7 indexének lesiillyesztésével 
további két alak kapható: 


A = ax:g"g" D g1 = ag" gs Og , 


l 


sl 
k a 


vagyis 
A=a, g" @g) =a" g Og . 

A fenti képletekben a bazisvektorok g’@g’, g,@g"', g*@g; és g,@g; diddikus szorzatait 
bazistenzornak nevezziik. 

Figyeljük meg, hogy a diddok ax;, a";, ax és a" egyiitthatoinak bármelyike megkapható 
bármelyik másikból az indexemelés és süllyesztés megismert szabályaival. 

Indexes jelölésmódban, amikoris nem írjuk ki a bázistenzort, az a,;, a°,, a,! és a" 
együtthatókat másodrendű tenzornak nevezzük. 

A fentiekhez kötődő egyszerű példaként megmutatjuk, hogy a 


l 


gag eg, Alg og, O gkg, @ g” gkOg 


tenzorok mindegyike az I egységtenzor, amely minden vektort önmagára képez le. 

Valóban, ha a fenti felsorolásban szereplő első két tenzort megszorozzuk jobbról skalá- 
risan az u, g” vektorral majd kihasználjuk az indexemelés és süllyesztés szabályait illetve 
a Kronecker delta indexátnevező operátor voltát, akkor a 


(4.9a) T-u=(gug’@g')-(u"g,) —gagő u = guu g = urg" , 
e pec 

valamint a 

(4.9b) T-u=(6,'g" @g,)-(u" g,) = ő g" gir u” = ôp'u g" = uk g" 
l ed 


eredményt kapjuk. Ez azt igazolja, hogy a gu g" @g! és a 6,' g" 9 gy tenzorok az egység- 
tenzorok. 

A másik két eset vizsgálatát gyakorlatra hagyjuk. 

Indexes jelölésmódban a ((4.Jalb) egyenletek az 


(4.10) du U! = Uk és ô, uy = Uk 


alakban írhatók fel. Az első a már jól ismert indexsüllyesztés szabálya, a második a Kron- 
ecker delta segítségével történő indexátnevezésé. Mivel a (4.10) összefüggés szerint egyik 
esetben sem változik meg az u vektor a gy és 6,! mennyiségek az egységtenzort adják 
indexes jelöléssel. 

Végezetül megjegyezzük, hogy a metrikus tenzor elnevezés onnan származik, hogy a 
ds ívelem négyzetének 


Or Or 
4.11 ds? = dr- dr = — dz" - — da" = guda” da" 
( ) 3 Irk 97 Jkl 
képlete magába foglalja a metrikus tenzort. Ez a mennyiség a tér metrikájának egy jel- 
lemzője. 


4.2. TENZOROK TRANSZFORMACIOJA 


4.2.1. A kovariáns bázisvektorok transzformációja. A ábra baloldala — az 
(a) jelű ábrarészlet — az (y) kartéziuszi, valamint az (x) görbevonalú KR-t (ez piros színnel 
van rajzolva) szemlélteti külön is feltüntetve a P ponthoz tartozó lokális bázisokat. Az 
ábra jobboldal — (b) jelű ábrarészlet — két görbevonalú KR esetén szemlélteti a lokális 
bázisokat. Ezek közül az első a baloldali ábrarészleten már szereplő (x) görbevonalú KR, 
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lokális bázisok 





4.2. ábra. (a) Egyenes és görbevonalú KR-ek (b) Két görbevonalú KR 


a második pedig az (£!, €2, €), vagy tömör jelöléssel az (£) görbevonalú KR. 

Valamely skalár, vektor illetve tenzor megadható bármelyik, azaz mind az (y) karté- 
ziuszi, mind pedig az (x) és az (£) görbevonalú KR-ben. A továbbiakban azt a kérdést 
vizsgáljuk, hogy miként számíthatók át ezek a mennyiségek az egyik KR-ből a másikba. 
Magát az átszámítást, erre utal közvetlenül a jelen [4.2] szakasz címe is, tenzorok transzfor- 
mációjának nevezzük. Az (y) és (x), valamint az (x) és (£) KR-ek közötti transzformációs 
szabályokat egymással párhuzamosan tekintjük át, oly módon, hogy a baloldali oszlop- 
ban az (y) és (x) KR-ek közötti összefüggések, a jobboldali oszlopban pedig az (x) és (£) 
KR-ek közötti összefüggések szerepelnek majd. 

A jelölések egyértelművé tétele kedvéért abban állapodunk meg, hogy a vektorok, a 
másod-, vagy magasabbrendű tenzorok betűjele minden koordináta-rendszerben ugyanaz. 
A különbségtételt a vektort, tenzort azonosító betű előtt felső indexként megjelenő aposzt- 
róf segíti majd az (y) kartéziuszi és (£) görbevonalú KR esetén. Ez a megállapodás nem 
okozhat félreértést mivel a két esetet, a fentiek szerint párhuzamosan tárgyaljuk majd. 

Nem alkalmazzuk az aposztróf jelet olyan mennyiségekre, amelyeknek különböző a 
betűjele (tehát az (y) KR bázisvektorai esetén, illetve a koordináták esetén). Tovább 
segíti a megkülönböztetést a jelen a [4.2] alszakaszban valamint az [5] fejezetben a fenti 
ábrával összhangban álló színek alkalmazása az indexek esetén. 


Mivel kartéziuszi az (y) KR az ((1.19b) és ((1.20)alapján fennállnak a 
(4.12a) is = ix ; gel = Oki § és g" = on 


összefüggések. Ez egyben azt jelenti, hogy bármely kartéziuszi KR-ben a gx és g* metrikus 
tenzorok megegyeznek az alsó-, illetve felsGindexes Kronecker deltaval. 
A P pont helyvektora az 








(4.13) r=y' (x!, x°, £’) +y’ (z, x°, r)i +y’ (a, 27, ris = r=r(x', £”, 2?) 
=y ity i2 +y" is =r(é", £7, &°) 

alakban adható meg, ahol kölcsönösen egyértelműek az 

(4.14a) g=xily',y’,y), valamint az ri = r (E1, E, £3) 

függvények, azaz 

(4.14b)  Inyy= = 40 és Joe = A 40 
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A bazisvektorok számításával kapcsolatos (1.40) összefüggés alapján 
Or Or 02" ox’ j Or Or 02" 09" 














Ika ars Fb 28,8 és Bk = pek 58 pek  S8 5k? 
Oy ox: Oy Oy ot da Se 0€ 
Ss tgs p pea 
vagy ami ugyanaz 
; 095 S 3 1 x° s 
(4.15a) İk = Boag T tr gs és Bk = Bs ggr 7 tr gs. 


Ha skalárisan megszorozzuk az utóbbi egyenletet g/-el, akkor a 


S S 


kg = Z grg =t gg = ty | geg =Z geg =t g g =t 
ős! ős! 
illetve a 
Ox . Ox! 
(4.15b) “apni | i! = pep = Bee 


eredményt kapjuk. A ( (4.153) 1 2 ‘we a gs bazisvektorok (y), illetve (8) KR- be való 
értelmezik. 

A (4.15alb)12 képletekre vezető gondolatmenet ismétlésével kapjuk meg a gı-t im-el 
illetve gm-el kifejezve: 


z or Or Oy” n | 3 Or Or oE” a 
= ay ee =m7 | aT = an” 
Ox! y” Oa! Ox! og” Ce 
Bea wA 
ia 7,70 pa pa 
azaz 
oy”, : 987 
(4.16a) i= Bim = n" in | gi = T Bn = 71" Bm. 


A fenti egyenletből az i”, illetve a gë bázisvektorokkal történő skaláris szorzással a 


.. oy _ oe", : 
; ek k I k k 
81° 1 Dai 1 — TI | gig" = Ba Bm g= 
Ox ped ôx ön? 
illetve a 
. ðy" de 
(4.16b) në = sat =g | 





eredményt kapjuk. A (4.16b) képletekkel értelmezett 7," ugyancsak transzformációs ob- 
jektum. 


4.2.2. Összefüggés a transzformációs objektumok között. Az ívelemvektor szá- 
mítására szolgáló 


(4.17) dr — da! gı = ili ik | dr = dagi = dé *'g, 5 
képletekben, tekintettel a -ra is 
 Oyk : 025 Og 02" 
k l = z k l 
dy 7 zi > Em es es dé = 5,1 > ‘Be = JEE 
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Ha behelyettesitjiik az utóbbi összefüggéseket a (4.17)-be, és elhagyjuk mindkét oldalon 
a dz'-et, akkor kapjuk, hogy 





Oy” Ox" JE" Ax? 
4.18 =— — g; É => — Bs. 
eae) 8 = Gr! pyt È = BI Gat BEK 
Egyenlőség csak akkor lehetséges, ha 
Oy” Ox" s , OE" Ox" s 
(4.19a) Bal Dyk À es Out BEF T À 5 
vagy a (4.15b)-re, valamint a (4.16b)-re is tekintettel, ha 


Ugyanígy igazolható, hogy 


(4.19c) tér =i, | in So 


Tekintettel a determinansok alszakaszban ismertetett szorzdstételére — konkrétan 
a (3.11) összefüggésre — írhatjuk, hogy 
[Arty | =|6/|, vagy Krad | t,.°| =| 67", 
=~ 
t T 


ahol a 7 és ¢ rendre a 7," és t," determinansa. A fenti összefüggésből azonnal következik, 
hogy 


(4.20) Tt=1. 


Szavakban: a 7 és t egymás reciproka. 


4.2.3. A kontravariáns bazisvektorok transzformacidéja. A (4.16b) képlet szerint 
p - DE ; 
= = Ik — = k 
sci = TT | alr eek 


Mivel valamely a vektor a; kovariáns koordinátája az a; = g;-a módon számítható a fenti 
képlet 


ox _ Oy" k 


azi" vektor | a'g" vektor 


l-ik kovariáns koordinátája. Következésképp 


k dy" k ol rk OE” l 


(4.21) i a neen g | g ay bed oe 


Ha most atszorzunk t,"-el, illetve t,"-el és kihasználjuk a (4.15b) és (4.19al) összefüggéseket, 
akkor a 


On ge On" Oy ı OL”, p _ On" On" , 














gl r | g= 2; 
Oy” Oy* Oz! Oxk Oxk Ox! 
—_—— — 
ô", ô", 


illetve a két oldal felcserélésével a 
Ox" 


(4.22) g” = AyF i” = i g” = s igh = a Ig" 


@ 





eredményt kapjuk. 
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A (4.16a), (4.22), (4.21) és a (4.15a) összefüggések felhasználásával táblázatba foglal- 


hatok a bazisvektorok transzformációs képletei: 


(4.23) 





1. táblázat. Bazisvektorok transzformacidja 


4.2.4. Vektorok transzformaciéja. Az a vektor bármely lokális KR-ben megadha- 
tó. A vektor 


a= a, g” ='q, ‘g! 
előállításából, felhasználva az [| táblázat képleteit az 


a, g" = g"— ag | am g” = "a Se =a 
s as SEF k m m Ax! 4 
illetve az 
; 01" , OC 
(4.24) Ok = Os FER | Gy = On AT 


összefüggések következnek. Ugyanígy kapjuk az a vektor 


ks 
a=a' Si= a Bk 


előállításából, hogy 





ot! ox” 

1 ILI tke tk 

a gr =a" m gi=a gı | —— 
Ox 


azaz, hogy 
t r 
(4.25) ‘a’ =a" o | a" — a" —— 


A (4.24) és (4.25) képletek táblázatba foglalhatók : 


(4.26) 





2. táblázat. Vektorok transzformációja 
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Az (y) és (x) KR-ek közötti transzformáció táblázat baloldali oszlopában álló képleteit 
formális igazolás nélkül közöljük. 
Megállapítható az [| és P| táblázatok egybevetése alapján, hogy 


— az az, ax és Tax kovariáns koordináták ugyanúgy transzformálódnak, mint a gy, i; 
és gx kovariáns bázisvektorok ; 
— az ar, ta! és "a! kontravariáns koordináták ugyanúgy transzformálódnak, mint a g”, 


il és g/ kontravariáns bázisvektorok. 


4.2.5. Másodrendű tenzorok transzformációja. Az A másodrendű tenzor bár- 
mely lokális KR-ben megadható. Az A tenzor (x) és (£) KR-ben vett 


A = p78? 8g" =a g" 9g, A=a?,g,@g'='o' geg: , 


alakjai között az [| táblázat felhasználásával, azaz a bazisvektorok transzformációs kép- 
leteinek helyettesítésével teremthetünk kapcsolatot : 


(4.27a) A=a e?agT = Ox? OLI k L_4Py4 koota k a al 

: > va 8 8 ~ "ra ER ae! ® 8g > op YY Ang 8 8g = Akg 8g 
OEF 099 

(4.27b) A=% 82g =a", E BET g.@g =T", tő 0 8,88 — ag og 


Hasonló gondolatmenettel található meg a fennmaradó hat transzformációs formula. A 
transzformáció összes képletét, beleértve azt a hatot is, amelyet fentebb formálisan nem 
igazoltunk, aB} táblázatban foglaltuk össze: 


ote ca. Ox? 027 


_ 4 Pq 
=t, ty apa 


(4.28) 





3. táblázat. Másodrendű tenzor transzformacidja az (£) és (x) KR-ek között 


A táblázat baloldali oszlopa az (£) KR-bél az (a) KR-be, a jobboldali oszlop pedig az 
(x) KR-bél az (€)-be történő transzformáció képleteit tartalmazza. 

Megállapítható az [I], B] és B| táblázatok egybevetése alapján, hogy a kovariáns, illetve 
kontravariáns indexek mindig ugyanúgy transzformálódnak mindkét irányban, függetlenül 
attól hogy bázsisvektorokról, vektorokról, avagy másodrendű tenzorok koordinátáiról van 
SZÓ. 

Maga a kovariáns jelző arra utal, hogy a kovariáns (alsóindexes) bázisvektorok azono- 
san transzformálódnak (együtt változnak). 

Bár nem igazoltuk formálisan, és nem is írtuk ki a másodrendű tenzorok (y) karté- 
megkaphatók a B] táblázatból, ha a kék indexek helyére zöld indexeket és az € helyére y-t 
gondolunk. 
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4.2.6. Tenzorok szorzatainak transzformacidja. Tekintsük az 

A=4,_8'8g', B=b, g 8g" 
másodrendű tenzorokat. A 
(4.29) C=A®B = ayb, 88989898" 

kest 
Cpa" s 

negyedrendű tenzor (tenzoriális szorzat) esetén nem nehéz meggyőződni arról, felhasz- 
nálva az [I] táblázat képleteit, hogy 


(4.30) Cee pate tr ba is 

az (x) KR-ből az (€) KR-be történő transzformáció képlete. 
Az A, B tenzorok 

D = A- B = aqy g1 9g1 b", g, 98g = 

(4.31) T 

= ap b g" 907 g" = apy bdg Ig = dpg 8 g" 

skaláris szorzata másodrendű tenzor, amely követi a másodrendű tenzorok transzformá- 

ciójával kapcsolatos B| táblázatban részletezett szabályokat, azaz 

(4.32) Appt Pty dps =t,P tf Opg d%,. 

A kapott eredmény szerint a néma indexek nem transzformdlédnak, de megmutatható 

hogy 


(4.33) d kt =t t apq bf. =a b", 
Az utóbbi képlet igazolását gyakorlatra hagyjuk. 
Megjegyzések : 


1. A (429) képlettel adott C két másodrendű tenzor diádikus szorzata (tenzoriális 
szorzata). Mivel a szorzatban megjelenő 


g"09879g 087 
bázistenzor négy bázisvektor diádikus szorzata a szorzatot negyedrendű tenzornak 
nevezzük. Ez egyben azt jelenti, hogy a magasabbrendű tenzorok alacsonyabbren- 
dű tenzorok tenzoriális szorzatának tekinthetők. 


2. A (4.30) képlet két másodrendű tenzor skaláris szorzata. Skaláris szorzás, a 
képlet megszabta módon, magasabbrendű tenzorok között is végezhető. 


GYAKORLATOK 


1. Igazolja, hogy a ôf g, @g* és 9" gge tenzorok minden vektort önmagára képez- 
nek le. 

2. Mutassa meg, hogy fennáll a (4.32) összefüggés, amely azt mondja ki, hogy két 
tenzor skaláris szorzatának transzformáltja megegyezik a transzformált tenzorok 
skaláris szorzatával. 


5. FEJEZET 


A tenzorfogalom általánosítása 


5.1. TENZOROK ERTELMEZESE INDEXES JELOLESMODBAN 


5.1.1. Valódi tenzorok. 
Valódi skalár. Akkor nevezzük a (£) és (x) görbevonalú KR-ekben egymástól függetlenül 
értelmezett $(x1, x?, x3) és P(E! €2, €3) függvényeket valódi skalárnak (zérusrendű, vagy 
nulladrendű tenzornak) ha azonos az értékük a KR transzformáció során, azaz 


(5.1a) BEEE =o EJ EE TVE Ta Ee] 
avagy 


A valódi skalár a tér egy adott a skalár értelmezési tartományában fekvő pontjában KR- 
től függetlenül ugyanaz az érték. 

Valódi vektor. Visszaidézve a[4.2.4] szakasz képleteit és al2l táblázatot, és külön is kiemelve 
az értelmezés hátterét megvilágító képletek közül az 


ak gh = is Os Ig" =a; g5 
összefüggést azt mondjuk, hogy: 


a (£), illetve az (x) görbevonalú KR-ekben egymástól függetlenül értelmezett 


ak, a és lal, a" 


háromelemű sokaságok (objektumok) kovariáns, illetve kontravariáns vektorok (elsőren- 


spss 


dé tenzorok), ha fennállnak közöttük a vektorok transzformációjával kapcsolatos és a [2] 
táblázatban összegezett képletek, pl.: 


apcts üs és a =a" T. 
etc. 
Valódi másodrendű tenzor. Visszaidézve a szakasz képleteit és a [3] táblázatot, to- 
vábbá külön is kiemelve az értelmezés hátterét megvilágító képletek közül az 
ang og =t? ti apa SOE = agg" Ig" 
összefüggést azt mondjuk, hogy : 


a (€), illetve az (x) görbevonalú KR-ekben egymástól függetlenül értelmezett 


1 ; 1 kl pq. ik p. 
Akl, pq; a , a"; a b Vg 


Va. a g 
Ap Gy 
kilencelemti sokaságok (objektumok) rendre kovariáns, kontravariáns, kontravariáns ko- 
variáns indext, illetve kovariáns kontravariáns (vegyes) indexű másodrendű tenzorok, ha 


lázatban összefoglalt képletek, pl.: 


bh. st. 4d ik 5 ky q 
Ap =ty ty’ Apg vagy a", =Tp ti a, 


etc. 
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AO 5.1. Tenzorok értelmezése indexes jel6lésmédban 


A valódi vektort egyszerűen csak vektornak, a valódi tenzort egyszerűen csak tenzornak 
szokás nevezni. 
Megjegyzések : 
1. A vektor mint elsőrendű tenzor értelmezésekor nem vetettük fel azt a kérdést mi 
a feltétele, hogy az 


a”, bg 
típusú sokaságok (hármasok) ugyanazt a vektort adják. 
2. A másodrendű tenzor értelmezésekor nem vetettük fel azt a kérdést mi a feltétele, 
hogy a 


g p pq 
apq, bp, P, d 


típusú sokaságok (kilencelemű objektumok) ugyanazt a másodrendű tenzort adják. 
A fenti kérdések megválaszolását gyakorlatra hagyjuk. 


Harmad és magasabbrendű tenzorok. Általánosítva a valódi vektor és valódi másodrendű 
tenzor értelmezését azt fogjuk mondani, hogy: 
a (€), illetve az (x) görbevonalú KR-ekben egymástól függetlenül értelmezett 
k 
‘d lm) OP oe 
huszonhételemti sokasagok (objektumok) ugyanazon egyszer kontravariáns kétszer kova- 
riáns indexű harmadrendű tenzorok, ha fennáll közöttük a 


(5.2) dem ég tg Fa 


transzformációs összefüggés. 
Továbbmenve azt fogjuk mondani, hogy valódi n-edrendű tenzorok a (£), illetve az (x) 
görbevonalú KR-ben egymástól függetlenül értelmezett 


nj index nı index 
h kl 
sti 7 ST... 3 E 
b POP ou es b UVW.. 9 Ni +n =n 
ng index ng index 
objektumok, ha fennáll közöttük a 
H Kloz — k l Us UP W BPs: 

(5.3) Oe pg t= Te Tp by bg bp OP new... 


összefüggés. 

Másként és az indexpozíciótól független értelmezés érdekében tekintsünk két n indexű 
objektumot az (£) illetve az (x) görbevonalú KR-ben, melyekre balról jobbra számlálva 
az indexeket az azonos sorszámú indexek azonos (vagy mindkettő felső, vagy mindkettő 
alsó) indexpozícióban vannak. A két objektum ugyanaz a valódi n-edrendű tenzor, ha 
a felső indexek (kontravariáns indexek) a, kontravariáns indexekkel kapcsolatos, az alsó 
indexek (kovariáns indexek) pedig a kovariáns indexekkel kapcsolatos transzformációnak 
megfelelően transzformálódnak. 


5.1.2. Tenzorok-e a korábban megismert objektumok. Az alábbiakban azt a 
kérdést válaszoljuk meg, példaként véve a legtipikusabb eseteket, hogy tenzorok-e az előző 
szakasz értelmezéseit véve alapul az eddig megismert On Ors, 94, Exim, EPT, Ckim, ET, Yo, 
Y°’, go, g° objektumok. 

A továbbiak a tipikus esetekre vonatkozóan vizsgálják a felvetett kérdést : 


(a) Amint az kitűnik az [| táblázat felhasználásával adódó 


(5.4) = a7 ba BET gl; 
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(5.7a) 


(5.7b) 


összefüggésből a ð”, indexátnevező operátor (a Kronecker delta) másodrendű ten- 
zorként transzformálódik. Ez azt jelenti, hogy 6”, és ó", ugyanaz a tenzor (valódi 
tenzor). 
Az (a) alatti gondolatmenet lépéseivel azt kapjuk, hogy 

on of 5 eae 
yaa get or Se =t; ti Jrs; 





‘dk = Sk gi = 


ami az jelenti, hogy ‘gyi és grs követi a másodrendű tenzorokkal kapcsolatos transz- 
formáció szabályait. Következésképp mindkettő ugyanaz a tenzor (valódi tenzor). 
A (b) alatti lépésekkel kapjuk, hogy 
Ox" Oz! 02" 7 
Enty = [BuBv8ul = JET BET DEV [Eng ető te ta Enim 


azaz, hogy Euvv ÉS Exim követi a harmadrendű tenzorokkal kapcsolatos transz- 
formáció szabályait. Következésképp mindkettő ugyanaz a harmadrendű tenzor 
(valódi tenzor). 


Írjunk u, v és w helyére 1, 2 és 3-at az (5.6) képletben. Kapjuk, hogy 
£123 = Yol€123 = tg tata Eklm No » 
1 |t.,*|=t 
avagy 
Yo =t yo 


ahol ¢ a |t,,*| determinánst jelöli. Az képlet szerint nem valódi skalár az a 
(£) és (x) görbevonalú KR-ekben ugyanúgy értelmezett 


"90 = lg1g2g3] , Yo = [818283] 


vegyesszorzat. 


A későbbiek kedvéért az 
Yo= tN J; M=1 


alakba írjuk át az (5.7b) képletet. 
Alakítsuk át oly módon az egyenletet, hogy kapcsolatot találjunk a (£) és 
(x) görbevonalú KR-ekben tekintett permutációs szimbólumok között. Az egyenlet 


baloldala az 
€ uvw — yl eanu] 
a jobboldala pedig az 


1 
E uh hw =t Et ty” Ekm = =" Ftu ty tuw” Ekm 
( ) 


alakban írható fel. Egyenlőség csak akkor lehetséges, ha megegyeznek egymással a 
bekeretezett képletrészek. Következőleg fennáll az 





(5.8) euvw =t t tt erm, M=-1 
egyenlet. 
Megjegyzések: 
1. Mivel M #0, a kovariáns permutációs szimbólum nem követi a harmadrendű ten- 


zorokkal kapcsolatos transzformáció szabályait. Következőleg a kovariáns permu- 
tációs szimbólum nem valódi tenzor. 


42 5.2. Műveletek tenzorok között 


2. Az és képletekkel adott eredmények a következő módon altalanositha- 
tók. Azt mondjuk majd, hogy M súlyú tenzor a (€) és (x) görbevonalú KR-ekben 
értelmezett n-edrendű — visszautalunk itt jelölések tekintetében az (5.3) képletre 
és előzményeire — 


DES N és DP owa 
objektum, ha 
(5.9) ae MR Vr k T, w bir t,” O sál; ; 
Az M =Q esetben valódi a tenzor. Az M #0 esetben pszeudo-, vagy áltenzorról 


beszélünk . 


5.2. MŰVELETEK TENZOROK KÖZÖTT 


5.2.1. Additív műveletek és jel6lésbeli megállapodások. Az alábbi műveletek 
egy részéről már esett szó a [2.1.31 alszakaszban — v.ö. o. Részbeni ismétlésüket a 
tenzorjelleggel kapcsolatos állítások megfogalmazása indokolja. 

Az alábbiakban a tenzor típusán az indexkiosztás milyenségét értjük. Az d" és d?%, 
tenzorok harmadrendűek, de különböző típusúak, mivel az első egyszer kontravariáns, 
kétszer kovariáns a második pedig kétszer kontravariáns, egyszer kovariáns tenzor. 

Egyszerű belátni, hogy két ugyanolyan rendű és típusú valódi tenzor összegezhető és a 
súlyozott összeg is valódi tenzor. 


Következésképp fennállnak az alábbiak : 
Két vektor súlyozott összege. 
Az ax és by, valódi vektorok 
Ck = Ady + by 
súlyozott összege (A és u a súlyok) valódi tenzor. 
Két másodrendű tenzor súlyozott összege. 
Az ap! és b," valódi másodrendű és azonos típusú tenzorok 


Cp? = Ady’ E ubp? 


súlyozott összege (A és u a súlyok) valódi másodrendű tenzor. (A típus azonossága feltétele 
a szabadindexek egyensúlyának.) 


A harmad és magasabbrendű tenzorok összegei hasonló módon képezhetők. Példaként 
álljon itt az a". és bf. valódi harmadrendű tenzorok c” összege : 


Fi = Aa" + ub" y : 


Felhívjuk ismét a figyelmet arra a (2.5) egyenlet kapcsán megfogalmazott szabályra, 
hogy a szabad indexek az egyenlet jobb-, és baloldalán minden tagban azonos indexpozi- 
cióban kell, hogy legyenek. Ez a követelmény a fenti egyenletek esetén láthatóan teljesül. 

Az alábbiak néhány eddig hallgatólagosan alkalmazott és néhány további jelölésbeli 
megállapodást összegezésszerűen tekintenek át. 

A vektort szimbolikus írásmódban álló félkövér kis és nagybetű egyaránt jelölheti. 
Indexes jelölésmódban a vektor koordinátáit ugyanez de kurzívan és indexszel szedett kis 
illetve nagybetű betű jelöli. Az index lehet alsó, vagy felső. 

Szimbolikus írásmódban dőlt félkövér kis és nagybetű egyaránt jelölheti a másodrendű 
tenzort. Indexes jelölésmódban a másodrendű tenzor koordinátáit ugyanez de kurzívan és 
indexekkel szedett kis illetve nagybetű jelöli. Az indexek lehetnek alsók, vagy felsők. 

Szimbolikus írásmód esetén félkövér kaligrafikus nagybetű jelöli a harmadrendű ten- 
zort. Ezzel a megállapodással összhangban 


(5.10) E = Ehm B" Og @g” =e" g,@g,@g, 
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az epszilon tenzor. 

Negyedrendű tenzorok szimbolikus szedése esetén, amint azt már láttuk a (4.29) egyen- 
let kapcsán, kettősen írt nagybetű a szimbolikus jelölés. Ezzel összhangban negyedrendű 
a 


(5.11) D = dy?! g" eg og 98, 
tenzor. 

Indexes jelélésmédban a szimbolikus jelölésmód kurziv kis-, vagy nagybettije jelöli a 
harmad-, illetve magasabbrendű tenzort az indexek kiírásával. 


Megjegyezzük, hogy a bázistenzor kiírása esetén az indexpozíciók és a csatlakozó bá- 
zisvektorok összhangban kell, hogy legyenek. 


5.2.2. Skaláris és diádikus szorzatok. 


Két valódi vektor skalárszorzata. 
Legyen ax, a! és bp, b! valódi vektor. Ekkor a vektorok 





c= ap bË =a? bp = ak gi? bp = a! Jq c| 





skalárszorzata valódi skalár. A szorzat szimbolikus írásmódját illetően visszautalunk a 
képletre. 


Másodrendű tenzor és vektor skalárszorzata. 
Legyen a dr", dsk, d's, d"! valódi másodrendű tenzor. Legyen továbbá cm, c" valódi 
vektor. Nem nehéz belátni, hogy valódi vektor a D tenzor és a c vektor jobbról vett 


(5.12a) a=D-c ak = dk” Cm = desc? 
a! = d'em = d's , 
illetve balról vett 
(5.12b) b=c:-D bk = Cmd ™ k = dok 
b! = cmd” = £ dẹ! 
skalárszorzata. Nyilvánvaló, hogy általában 


A teljesség kedvéért a képletek baloldali oszlopa szemlélteti a szorzatok szimbolikus írás- 
módját. Ezt a megállapodást, az áttekinthetőség kedvéért a továbbiakban is alkalmazzuk. 





Két másodrendű tenzor skalárszorzata. 
Tegyük fel, hogy valódiak az ax", ags, am, a" és by”, ba, b", b"! másodrendű tenzorok. 
Ekkor valódi másodrendű tenzor a két tenzor 


(5.14) C=A.C | E= am bm =a b n 
| eh = tig Ste bag 

skalaris szorzata. 

Megjegyzések : 

1. A cy és cx! alakok számítását nem tartalmazza az (6.14) képlet. Az indexes jelö- 
lésméd szabálya ennek ellenére kiolvasható az (5.14) képletből: (a) az első szorzó- 
tényező utolsó indexe és a második szorzótényező első indexe különböző indexpo- 
zícióban kell, hogy legyen; (b) a két index néma indexpárt kell hogy alkosson. 

2. Nyilvánvaló, hogy általában 


(5.15) A-C4C-A. 
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Kettős (kétszeres) skaláris szorzat. 
Az alábbiak a kettős skaláris szorzat értelmezését adják kellő általánossággal a negyed- 
rendű C és D tenzorok segítségével szimbolikus írásmódban: 


i al 
(5.16) C--D=c,",,8"@g,@g' Og d", £, 88,28 Og" = 
ot EZI 


= Coe g” & Sn ® OO ge ow g“ 8 e z C-ri d”? yw a” 09 Sn ® g” & g” űj 
Indexes jelölésmódban 


n rs ar ns Jr oA nr s io nrs 
Cm rsd ou Cm r A sou Cm sde Cn OEN 


a kettős skaláris szorzat értéke. 
Megjegyzések: 


1. Szimbolikus írásmódban a szorzótényezők közé helyezett két egymást követő pont 
a kettős skaláris szorzat műveleti jele. 

2. Az értelmezés szerint az első szorzótényező [utolsó előtti] {utolsó} bázisvektorát 
a második szorzótényező [első] (második) bázisvektorával kell skalárisan összeszo- 
rozni. A megmaradó bázisvektorok együttese változatlan sorrendű diádként alkotja 
a bázistenzort. 

3. Az eredmény mint tenzor rendszáma néggyel kisebb, mint a két tenzor rendszá- 
mának összege. 

4. Indexes jelölésmódban az első szorzótényező lutolsó előtti] {utolsó} indexe néma 
indexpárt kell, hogy alkosson a második szorzótényező [első] (második) indexével. 

5. Valódi tenzorok kétszeres skaláris szorzata ugyancsak valódi tenzor. 

6. Két valódi másodrendű tenzor kettős skaláris szorzata valódi skalárt eredményez. 
E szorzat felét energia típusú szorzatnak is szokás nevezni. 


Két tenzor általános (diádikus) szorzata. 
Az A és B másodrendű tenzorokra nézve a 


(5.17) C= A&B = | c ipg = a", bpq 
=a" bu 88g Og ag7 


egyenlet adja az általános vagy diádikus szorzatot. 
Megjegyzések : 


1. Két tenzor általános vagy diádikus szorzata olyan tenzor, melynek rendszáma a 
két tenzor rendszámának összege. 

2. Indexes jelölésmódban úgy kapjuk meg a szorzatot, hogy egyszerűen egymás mellé 
írjuk a két tenzort. 

3. Két valódi tenzor általános szorzata ugyancsak valódi tenzor. 


A kontrakció. 

A kontrakció szimbolikus írásmódban a bazistenzor két különböző bázisvektora között 
végzett skaláris szorzás. Indexes jelölésben (a) indexek egybeejtése, ha különböző index- 
pozícióban lévő két indexekről van szó; (b) azonos indexpozíciójú indexek esetén pedig le 
kell süllyeszteni (ha mindkét index felső), vagy fel kell emelni (ha mindkét index alsó) a 
tekintett két index egyikét az indexegybeejtés előtt. A D harmadrendű tenzor esetén 


(5.18a) d'mgrDg Ig” =d mgr =a | Chit Se 
hey al 
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az utolsó előtti és az utolsó bázisvektorok közötti kontrakció. Az első két bázisvektor 
tekintetében pedig ugyanilyen módon a 


Le 


eredményt kapjuk. 
Megjegyzések : 


1. A kontrakció kettővel csökkenti a tenzor rendjét. 

2. Valódi tenzor esetén a kontrahált tenzor is valódi tenzor. 

3. A kontrakció fogalmának felhasználásával azt lehet mondani, hogy a kettős skaláris 
szorzat a két tenzor általános szorzatában az első tenzor [utolsó előtti] {utolsó} 
indexe és a második tenzor |elsé] {második} indexe közötti kontrakció : 


(5.19) Te i aa e da 


5.3. FIZIKAI KOORDINÁTÁK 


5.3.1. Vektorok fizikai koordinátái. Fizikai koordinátákon vektorok esetén egy- 
ségvektorok alkotta bázisra vonatkozó koordinátákat értünk. A fogalom bevezetését az 
indokolja, hogy a bázisvektorok, következőleg a tenzorok skalárkoordinátái általában kü- 
lönböző dimenziójúak és a maguk a bázisvektorok többnyire nem egységvektorok. 

Ki fogjuk használni a továbbiakban azt a megállapodást, hogy a nagybetűs index 
rögzítettnek tekintett. Ezzel összhangban 


ggk a metrikus tenzor 911, 922, 933 skalárkoordinátáinak egyike, 


és ugyanígy 


g’” a metrikus tenzor g", g22, g% skalárkoordinátáinak egyike. 


Figyelembe véve, hogy az 


L 
Sk A L g 
es e = 


JKK \/ gl! 


vektorok egyaránt egys¢gvektorok az a vektor tekintetében írhatjuk, hogy 








(5.20) eg = 


3 
(5.21a) a; 8k = bD JonKa* eg = acre ek 


és 
3 
(5.21b) arg" >33. VI glar et = Gels e! , 
L=1 x 
a<L> 
ahol 
5.22 SKS = K A ae fis 
( - ) a VJKKA es ALL: g “aL 


a keresett fizikai koordináták. 
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5.3.2. Másodrendű tenzorok fizikai koordinátái. Az a", másodrendű tenzor ese- 
tén abból indulunk ki, hogy a b! vektor c" képét kapjuk meg akkor is, ha a tenzor és a 
vektorok fizikai koordinátáival írjuk fel a vonatkozó leképezést. A vonatkozó 

ck=a*,b! 
egyenlet alapján, fizikai koordinatakra térve át a c" és b! esetén, azt kapjuk, hogy 


3 

<K> _ K VIKK <L> 

c = a" ps b i 
Ti ILL 


a<K> ery 


ahonnan a tenzor jobboldali fizikai koordinátáit értelmező 


(5.23a) Ge as u 
JLL 
jelöléssel 
(5.23b) ek a Go a pe . 
Hasonló okoskodással kapjuk a tenzor baloldali fizikai koordinátáit , ha a 
d1— b? a 


leképezést alakítjuk át a d4 és b? vektorok fizikai koordinátáinak helyettesítésével : 


3 
g 
d<? = y b<P> ap? Q ; 
P=1 


VIAQ 
VIPP 
— —ű 


ac p> <2> 

Itt 
(5.24a) a< ps 82 = ap? 9922 
GPP 


a tenzor baloldali fizikai koordinátáit adja, amivel 
(5.24b) Pear ae 


Az aki és a? alakokhoz tartozó bal és jobboldali fizikai koordináták meghatározását gya- 
korlatra hagyjuk. 


GYAKORLATOK 


1. Vizsgálja meg, milyen feltételek teljesülése mellett ugyanaz a vektor az 
a? és b, 
sokaság (hármas) az (x) görbevonalú KR-ben. 
2. Vizsgálja meg, milyen feltételek teljesülése mellett ugyanaz a tenzor az 


Ca és a d?! 


sokaság (kilencelemű objektum) az (x) görbevonalú KR-ben. 

. Mutassa meg, hogy valódi tenzor a g?? metrikus tenzor. 

. Igazolja, hogy valódi tenzor a kontravariáns EP" tenzor. 

. Mutassa meg, hogy nem valódi skalár a 7° = |g! g? g?] vegyesszorzat. 

. Igazolja, hogy pszeudotenzor a felsőindexes permutációs szimbólum. 

. Mutassa meg, hogy nem valódi skalárok a metrikus tenzorok a go = |gxi|, 97 = |g”"| 
determinansai. 


q 
apa; b, : 


NOD OT KR WD 
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8. 
9. 


10. 
11. 


12. 


Igazolja, hogy valódi skalár két valódi vektor skaláris szorzata. 

Mutassa meg hogy valódi tenzor két ugyanolyan rendű és azonos típusú valódi 
tenzor súlyozott összege. 

Mutassa meg hogy valódi tenzor két valódi tenzor [skalaris|{tenzoridlis} szorzata. 
Igazolja, hogy az ax, tenzorhoz az 


KK 





A<KL> ZKL 
ILL 
jobboldali fizikai koordináták tartoznak. Határozza meg a tenzor baloldali fizikai 
koordinátáit is. 
Vezesse le az a?! tenzor jobb-, és baloldali fizikai koordinátáit megadó képleteket. 


6. FEJEZET 


Másodrendű tenzorok 


6.1. MÁSODRENDŰ TENZOROK EGYES KÉRDÉSEI 


6.1.1. A tenzor transzponáltja. Legyen A másodrendű tenzor. Legyenek továbbá 
tetszőlegesek a v és w vektorok. Azt fogjuk mondani, hogy az A’ tenzor az A tenzor 
transzponáltja, ha bármely v és w-re fennáll a 


(6.1) v-A-w=w-A’-v 


egyenlet. 
Az A másodrendű tenzor 


(6.2a) ax 8" og , a" gk Og , ax g" Og , a" gr Og 
alakjaihoz tartozó transzponáltakat rendre 
(6.2b) ra F (aT) geg , (a7) g 9g,  (a7)" geg: 
jelöli. 

Az alábbiakban, kapcsolatot keresünk az A és A" között. A transzponáltat értelmező 
(6.1) egyenletből következő 
(6.3) w:A’.v—v-A-w=0 


különbség részletezése során a (6.2aļb) alatti alakokat használjuk fel. Ekkor a kivonand6 
átalakítható a 
k l lok 
Up g”: (a 1g, @g ) -WI gy = Vpa” gw = WP alpu =W p a" Og V= 


A gpg! 8487 


módon. A kisebbítendő tekintetében pedig a 





összefüggés áll fenn. Mivel a különbség zérus teljesülnie kell egyrészről a keretezett kép- 
letrészek alapján írható 


(6.4a) w- [AT -a"i g ag] -v—0, 

másrészről pedig az aláhúzott képletrészek alapján írható 

(6.4b) wp (a") Pvt —w? at, Ug = 0 

egyenletnek. A egyenlet csak akkor állhat fenn tetszőleges v és w esetén, ha 
(6.5a) AT =a*,g'@g,. 


Visszaidézve, hogy az A tenzor alatti előállításához (vagy ami ugyanez az első kap- 
csos zárójellel megjelölt képletrészhez) képest fordított a bazisvektorok sorrendje a 
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jobboldalán (a bázistenzort alkotó diádban) azt a szabályt olvashatjuk ki a képlet- 
ből, hogy a másodrendű tenzor transzponáltja a bázistenzort alkotó diádban a bázisvekto- 
rok szorzási sorrendjének felcserélésével kapható meg. Tömören: a transzponálás művelete 
a bázistenzort alkotó diádok szorzási sorrendjének cseréje. Az utóbbi mondatban arra utal 
a többesszám, hogy a fenti eredmény érvényes az A tenzor 13,4 alatti alakjaira is: 


(6.5b) AT = aug og" = ax 819g" = a" g og, . 
Ennek igazolása a ((6.4a)-ra vezető gondolatmenet szinte szószerinti ismétlésével történhet. 
Az igazolást gyakorlatra hagyjuk. 

Visszatérve a (6.4b) alatti képlethez a kivonandóban végzett indexemelések (süllyesz- 
tések) után kiemelhető a wp ví szorzat: 

wp v! [(a")”,—aq?| =0. 

Tetszőleges wp és v7 esetén csak akkor állhat fenn az utóbbi egyenlet, ha 
(6.6a) (a) = af = gga" g”. 
Ez az eredmény azt jelenti, hogy úgy kapható meg az indexes jelölésmódban (a bázis- 
vektorok elhagyásával) írt a?, tenzor (aT) P, transzponáltja az eredeti a", tenzorból, hogy 
pozícióik meghagyása mellett felcseréljiik az indexek sorrendjét. Ez az eredmény a másik 
három, vagyis az axi, ax és a"! alakra is érvényes: 
(6.6b) (a") kI = llk ; (a") TEAT (a?) Tu 
Az igazolást ismét gyakorlatra hagyjuk. Megjegyzések: 

1. Mivel másodrendű tenzor esetén az első index sort, a második oszlopot számlál a 
tenzor mátrixában kiolvasható a (6.6alb) képletekből, hogy a tenzor transzponált- 
jának mátrixa a tenzor mátrixának transzponáltja. 

2. A transzponálás művelete bázisvektorok sorrendcseréje a bázistenzorban. Követ- 
kezésképp 


(6.7) (AT)" =A 


Fennáll, hogy a tenzor transzponáltjának determinánsa megegyezik a tenzor determi- 
nánsával. 
Tekintsük az A és B másodrendű tenzorok 


(6.8) C=A-B | =a b", 
szorzatat. A alapján írható 
(c) kek — am b, k= (o?) k (a?) m, 
képlet szerint, ha 
(6.9) C=A-B, akkor CT = B". AT. 


6.1.2. Szimmetrikus és ferdeszimmetrikus tenzorok. Felbontási tétel. Azt 
fogjuk mondani, hogy [szimmetrikus] {ferdeszimmetrikus} az A tenzor, ha bármely v 
és w-re fennáll a 


(6.10) v-A-w=+w-A-v 


egyenlet, ahol a [szimmetrikus] {ferdeszimmetrikus} esetben [pozitív] {negatív} a jobb- 
oldal. Mivel bármely v és w-re fennáll a tenzor transzponéltjat értelmező (6.1) egyenlet 
a (6.10) és (6.1) különbségéből az következik, hogy a [szimmetrikus] {ferdeszimmetrikus} 
A tenzor eleget tesz a 


(6.11) w:(+A—A*)-v=0 
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feltételnek. Innen a v és w vektorok tetszdlegessége miatt az következik, hogy akkor 
szimmetrikus az A tenzor, ha megegyezik a transzponáltjával : 


(6.12) 


Mivel a szimmetrikus A tenzor, megegyezik a transzponáltjával a (6.6alb) alapján írható, 
hogy 


(6.13a) ty = ag? = aP $ (a?) kl — dik = Gl; 
(6.13b) (a’);, =a =a; : io oneg": 


Ferdeszimmetrikus tenzor esetén a (6.11) egyenlet tetszőleges v és w-re történő fenn- 
állásából az következik, hogy az A tenzor ellentettje a transzponáltjának : 


(6.14) A——AT . 

Könnyű meggyőződni róla, hogy ez esetben a (6.13alb) képletek helyére az 
(6.15a) le =a =—0" 4, (a7) 4 = Que = Ükt 
(6.15b) (a*),' =a, =—a,' , (a "Sq" Sag” 


összefüggések lépnek. Azonnal következik a (6.15alb) képletekbél, hogy a ferdeszimmetri- 
kus A tenzor esetén 


(6.16) ax" - akk =a” go —0. 








Általánosítások és megjegyzések : 


1. Azt fogjuk mondani, hogy egy tenzor valamely két indexére nézve [szimmetrikus] 
{ferdeszimmetrikus (antiszimmetrikus)}, ha a tekintett két index sorrendcseréje 
esetén (eközben az indexek megőrzik pozíciójukat) a tenzor [nem változik meg] 
felőjelet vált). Ha pl. 


dkim = Cent , vagy de a es 


akkor la D] {az F} tenzor szimmetrikus la 2. és 3. jelű] {az 1. és 2. jelű} indexek 
alkotta indexparjara nézve. 

2. Az E permutációs tenzor ferdeszimmetrikus bármely indexpárjára nézve. Szokás 
ezen tulajdonsága miatt abszolút ferdeszimmetrikus tenzornak nevezni. 

3. Az A tenzor értelmezés szerint 


pozitív definit w- A-w>0 
pozitív szemidefinit i : ; w:A-w20 
negatív szemidefinit na Dammcly a w:-A-w<0 
negativ definit w:-A-w<0 


Legyen a D valamilyen másodrendű tenzor. Az 
1 
(6.17) Ds=5 (D+D"*) 


egyenlettel értelmezett másodrendű tenzor szimmetrikus, hiszen D,, = DZ. [Vegyük fi- 
gyelembe az ellenőrzés során, hogy Dy = D |. Ugyanígy kapjuk, hogy a 


(6.18) Dasz = : (D-—D*) 
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egyenlettel értelmezett másodrendű tenzor pedig ferdeszimmetrikud mivel Dasz = =D. 
A (6.17) és (6.18) egyenletek folyománya az ún. felbontási tétel: 


(6.19) D = DS. + Dasz . 


Eszerint az egyenlet szerint bármilyen másodrendű tenzor felbontható egy szimmetrikus 
és ferdeszimmetrikus tenzor összegére. A D tenzor kovariáns alakjára fordítva a figyelmet 


1 
a tenzor szimmetrikus és 
1 
(6.21) ditm] = 2 (dim — dm) 


a tenzor ferdeszimmetrikus része. A fenti képletek jelélésbeli megállapodást is kifejeznek: 
a [szimmetrikus] {ferdeszimmetrikus} részt [kerek] {szögletes} zárójelben álló indexpar 
jeloli. 

Megjegyzések: 

1. A (6.20) egyenlet következménye, hogy szimmetrikus tenzor kovariáns alakjának 
mátrixa is szimmetrikus. Ugyanígy ellenőrizhető, hogy a szimmetrikus tenzor kont- 
ravariáns alakjának mátrixa is szimmetrikus. 

2. Szimmetrikus tenzor kovariáns kontravariáns, illetve kontravariáns kovariáns alak- 
jának általában nem szimmetrikus a mátrixa. Kivételként említhetők az egységten- 
zor ô" és 6%, alakjai, melyeknek szimmetrikus és azonos a mátrixuk. Emiatt ezek 
írásánál, amint erre már a Kronecker delta értelmezése kapcsán rámutattunk, kö- 
zömbös az indexsorrend. 


6.1.3. A vektorinvariáns. A (6.21) egyenlet más, a vektorinvariáns értelmezését 
megkönnyítő alakra hozható az ([1.29) képlet értelemszerű figyelembevételével : 


1 1 1 
(6.22) dym = 5 (m — őr Sm) dap = ZET Eim der = Eta (3 errs ly) | 
A kerek zárójelbe foglalt képletrész alapján írható 


(6.23) 





összefüggés a D tenzor d(7 = d(9 $g, vektorinvariánsát értelmezi. 

A képletből kiolvasható a vektorinvariáns számításának szabálya: írjuk a diádikus 
szorzás műveleti jele helyére a vektoriális szorzás műveleti jelét a tenzor előállításában, és 
szorozzuk meg az eredményt —1/2-vel. 

Az invariáns szó arra utal, hogy valódi vektor a d(9"5 vektorinvariáns, ha a dar valódi 
tenzor. Ennek formális igazolását gyakorlatra hagyjuk. 

A és egyenletek egybevetése szerint 


(6.24) ditm] = —Elms d® ae 
Ha atszorozzuk ezt az egyenletet a tetszőleges b" vektorral akkor a 


(6.25a) dumb" = —Elms qs b” = Elem ds pm 


’ 


lay angolnyelvti szakirodalom a Dsym és Dskew módon jelöli a tenzor szimmetrikus és ferdeszimmet- 
rikus részét. 
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illetve szimbolikus alakban írva a 
(6.25b) Ds: b =dqd® xb 


eredményt kapjuk. 
A vektorinvariánssal kapcsolatos eddigi eredmények a következő módon összegezhetők: 
Legyen az S nem azonosan zérus ferdeszimmetrikus tenzor. Ekkor létezik egy és csakis 
egy olyan s®) vektor, hogy az 


(6.26) S-v=s® xv 


egyenlet minden lehetséges v-re fennáll, és megfordítva valamely s vektorhoz tartozik 
egy és csakis egy ferdeszimmetrikus másodrendű § tenzor, amelyre nézve a (6.26) bármi- 
lyen v-re teljesül. Ha az S tenzor adott, akkor 


a)r 1 r 
(6.27a) star — 75 EP Big 


ha pedig az 5(9" adott, akkor 


0 —s(íd93 (2 
(6.27b) [Spl = y | 593 0 s0! 
_s(@)2 .@l 0 


Megjegyezzük, hogy a (6.27b) a következménye. Ennek formális ellenőrzését gya- 
korlatra hagyjuk. 


6.1.4. Jellegzetes mennyiségek. A D másodrendű tenzor nyomát, más elnevezéssel 
első skalárinvariánsát, a 


(6.28) tr D=D,;=I--D 


kifejezés értelmezi. Nem nehéz ellenőrizni, hogy 


NN 
dpa 


E : 
(6.29) tr D =g, 98" dp 8" Og! = On. ge dpa = Ok dp" = dx" 
I 


[ee 


az első skalárinvariáns számításának képlete. Az értelmezés alapján könnyű meggyőződni 
arról is, hogy 


(6.30a) trD=tr DT 


továbbá, hogy bármely D és S másodrendű tenzor esetén 


(6.30b) tr (D+S)=trD+trS, 
(6.30c) tr (D-S)=tr (S-D), 
(6.30d) tr (D-S*) =tr (S-D") =S--D= 


=tr (D*-S) =tr (S7-D) =S D" 


Tekintsük továbbra is a D és S másodrendű tenzorokat. Legyen most a D szimmet- 
rikus, az S pedig ferdeszimmetrikus. Ekkor 


(6.31) D--S =dys*' =0 
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Valóban, ha kiírjuk a jobboldali összeget és kihasználjuk dą; szimmetrikus és s"! ferde- 
szimmetrikus voltát, akkor kapjuk, hogy 


D- S = du .s! Ade 5? +dig 5? 
1, Tt d22 , + 33 § 5 t 
0 0 0 
+d s1? +də1 a + də3 ges + d3o 5? + da1 gu + d13 g! =0. 
Sa Sa Sa 
—dı2 s12 —d23 s23 —d31 s31 


Hasonlóan kapjuk, hogy a szimmetrikus D másodrendű és az abszolút ferdeszimmetrikus 
E harmadrendű permutációs tenzor esetén hogy 


(6.32a) D--E=0 és E- D=0, 
vagy ami ugyanaz, hogy 
(6.32b) d"ern—0 68 end” =0. 


Általánosítás: valamely tenzor szimmetrikus és egy másik tenzor ferdeszimmetrikus 
indexpárja tekintetében végrehajtott kettős skaláris szorzás (kettős kontrakció) mindig 
zérus értékű. 

A vektor normája a vektor abszolút értéke. 

Az S másodrendű tenzor normáját az IS] (vagy az || S ||) módon jelöljük és az 


(6.33) I51—VS-- S = V/s sq 

módon értelmezzük. Megjegyezzük, hogy a D-- § szorzat eleget tesz 
(6.34) ID..SISIDIISI 

Schwartz-féle egyenlőtlenségnek. 


6.1.5. A másodrendű tenzor inverze. Az A másodrendű tenzor inverzét a 


(6.35) A™ = (a`) ag" 9g = (a) "igg =... = (a) gog 

módon jelöljük. Az AT" inverz a 

(6.36a) A-Al'=I | Gua) Sag u So,” 
és 

(6.36b) A!l.A=I | a>") Mamk = (a7") l nay = ők 


összefüggéseknek köteles eleget tenni. A (8.8), és (8.10), képletek alapján alkalmas index- 
átnevezésekkel írható, hogy 


= m 1 jk ms 
(6.37a) (at) " = Has] ee " hag Up - 
Hasonlóan kapjuk a (8.8) és (8.10). képletek alapján, hogy 
1 


(6.37b) (a~t) lm = 2! Ja] E€ljkemst a" a” $ 
Tekintsük a 
(6.38a) C=A.B; cf =afmb™] 


szorzatot, ahol A és B másodrendű tenzorok. A fenti szorzat inverzét a 


(638b) C= BAY (7) = (7) Pn (1), 
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módon számítjuk. Valóban, egyszerű számítással adódik, hogy 
C7!.€—B7!.ATt-.A.B—B".I-:-B—B"-B—-I. 
e WS 
I B 

Hasonlóan ellenőrizhető, hogy 

CO zi 

Az A másodrendű tenzor transzponáltjának inverze eleget tesz a 

(6.39) (AT) -(49T 
összefüggésnek. Szavakban: tenzor transzponáltjának az inverze az inverz transzponáltja. 
Valóban az 

(a?) Im = Aml 
reláció, valamint a összefüggés alapján adódik, hogy 


=i 1 1 a 
[(aT) im) =z oA elik omst (aT) 45 (aT) a= 5 a elik omst s ny = (a i) mi 





Ezt kellett bizonyítani. 


6.2. MASODRENDU TENZOROK SAJATERTEKFELADATA 


6.2.1. A feladat megfogalmazása. Tekintsük a másodrendű A tenzorhoz tartozó le- 
képezést. Keressük azokat az irányokat — ezeket főirányoknak nevezzük majd —, amelyekre 
nézve fennáll, hogy az irányt kijelölő 


(6.40) n = ng"; ngnë=1 


egységvektor és a hozzátartozó A-n képvektor egymással párhuzamos. A [6.1] ábra ezt az 
esetet szemlélteti. Ha a két vektor párhuzamos, akkor fennáll az 


(6.41) A-n=\n; ain! = dn* 


egyenlet, ahol a A, hasonlóan az nı, n2 és n3-hoz, 
egyelőre ismeretlen paraméter. A főirányt kijelö- 
lő n vektort sajátvektornak, a reá merőleges síkot 
pedig fősíknak fogjuk nevezni. Mivel az I egység- 
tenzor minden vektort önmagára képez le a (6.41) 
egyenlet átírható a 

(6.42a) (A—AI)-nA=0 | (a"r Að") n' =0 
alakba. Az utóbbi egyenletrendszer az n! számítá- 
sára szolgáló homogén lineáris egyenletrendszer : 


10 Dg pete T = EE 
(a 1 A) maea a 6.1. ábra. Párhuzamos tárgy és 
(6.42b) aan + (a32— A) n? +a73n* = 0 képvektor 
ain! +a?an? + (ag — A) n?-0 
Vezessük be az 


(6.43) a = aı— Að"; 





jelölést és legyen P3(\)=—|d*;|. Ez a függvény A köbös polinomja, az ún. karakterisztikus 
polinom. A (6.42b)) egyenletrendszernek csak akkor van triválistól különböző megoldása, 
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ha eltűnik az egyenletrendszer determinansa: 


(6.44) P(A) =—|d*,| = —|a*,;—Ad*,| = 

= -S eme" (a*,— AS" p) (aa — hő) (a — Ab") — 0. 
A 
(6.45) POV) Ap A= Are = 0 


egyenlet — az Ar, Arr és Azz; skalérok számítására még visszatérünk — a A paraméter 
értékét meghatározó karakterisztikus egyenlet. Mivel a (€) KR-ben 


Idő = Toh a”. i 
a determinansok szorzastételét, valamint a (4.20) képletet kihasználva kapjuk, hogy 
(6.46) P3(A) = [dfi] = —[tin*| tr" | [dn] = — [dn] = P3(A) . 
t=1 
Szavakba foglalva: a karakterisztikus polinom KR független. A \?, A és A" hatvanyok 


—A,, Ay; és —Azyy egyiitthat6i pedig invaridnsok. Ezeket skalarinvariansoknak nevezzük. 


Mivel a karakterisztikus polinom köbös van legalább egy valós gyöke. Jelölje Az a 
polinom valós gyökét és nı a valós gyökhöz tartozó főirányt. Legyen az eddigiektől eltérően 
és a most következő gondolatmenetben olyan lokálisan kartéziuszi KR a (€) görbevonalú 
KR, hogy g1— ni — ezek a feltevések nem sértik az általánosságot. Ebben a KR-ben 

A — a", g.9g 
az A tenzor alakja. A (6.41) képlet alapján fennáll, hogy 
A-m—- A-g1— Agi. 
Részletesen kiírva 
a" grg gi — a" gk = Agi , 
= 
151 1 
ahonnan 
lali = M és a?i ='a?, =0. 
A továbbiakban mindig feltételezzük, hogy szimmetrikus az A tenzor. Ez esetben 
A, 0 0 
[a * = 0 las la z 
0 las a 3 


és ennek alapján a bevezetett lokálisan kartéziuszi KR-ben 


A1— A 0 0 
=" — — 0 ny lag — 
0 aa 1a95—A 


se [a-a (aranh ‘a*s— (a?) =0 
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a karakterisztikus egyenlet. A karakterisztikus egyenletnek A = A, és a A-ban másodfokú 
szögletes zárójelben szedett szorzótényező eltűnése alapján 


1 j 
(6.47) A23 = 5 farsa (a? +/a33)? —4 (a? oS) = 


1 
= fe? +'a33+4/ (a22 —'a33)” +4 (a32)? | 
a gyökei. Mivel a diszkriminans (a gydkjel alatt allo kifejezés) pozitív adódik a következ- 
tetés, hogy valósak a szimmetrikus tenzorok sajatértékei. 
Ha pozitív definit az A tenzor, akkor a sajatértékek pozitív mennyiségek. Valóban, ha 
az n sajatvektor, akkor A-n = An, következőleg a tenzor pozitív definit volta miatt 


(6.48) n-A-n=An-n=A>0. 
1 


Megmutatjuk az alábbiakban, hogy merőlegesek egymásra a különböző sajatértékekhez 
tartozó féiranyok. Legyen w és A két különböző sajaétérték. A vonatkozó főirányokat m és 
n egységvektorok jelölik ki. Nyilvánvaló, hogy fennállnak a 


A-m=wm és A-n=A\n 


egyenletek. Innen azonnal következik, hogy 


(6.49) wn-m=n-A-m=m-A-n=)\m-n, 
azaz, hogy 
(w—A)m-n=0 
—— 
#0 
vagyis 
m:n=0. 


Mivel Im] = 1 és |n| = 1 a két különböző sajatértékhez tartozó f6iranyok valóban meréle- 
gesek. 


6.2.2. A főirányok számítása a gyökök ismeretében. Az alábbiak a főirányok számí- 
tását tekintik át, ha ismeretesek a P(A) karakterisztikus polinom gyökei. A gyökök nagyságát 
tekintve három jellegzetes esetet különböztethetünk meg: a gyökök különböznek egymástól (min- 
den gyök egyszeres), van két egybeeső gyök (egy gyök kétszeres, egy gyök egyszeres), mindhárom 
gyök egybeesik (egy háromszoros gyök van). A ábra ezekre az esetekre külön-külön szemlél- 
teti a karakterisztikus polinomot. Az egyes eseteket az alábbiakban vesszük sorra. 


P(A) P,(A) 
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(a) Legyenek különbözőek a P3(X) = 0 karakterisztikus egyenlet gyékei: Ay > A2 > A3. Jelölje 


(6.50) 


(6.51) 


D", az nt, n? és n°-t adó 


(atı — A) n! +aton? hatan? = dhin! + don? +d'3n? =0 
aan! + (a7. — A) n? +a gn? = dan! + don? + degn? = 0 


win Pa on + (as — A) n? = Pain! + don? +d33n? =0 





homogén ER egyiitthat6matrixa d"m eleméhez tartozó előjeles aldeterminanst. Vegyük 
észre, hogy 


k 
dd“ =—§*,. 
dA 
Egyszerűen adódik a (6.44)-b6l, hogy 
aay aA a 


11 
= 3 a PT eklm opda td dl av dd = 
1 
= 2 een, d'o d= D} + D? + D’; : 


Mivel a három gyök különböző ezért egyszeres, következésképp adott A% esetén legalább 
az egyike a DF x determinánsoknak, mondjuk a D°; zérustól különböző kell, hogy legyen. 
Ha ugyanis nem így lenne, eltűnne a P;| \=r, derivált, következőleg nem lenne egyszeres 
a Ax gyök — lásd a[6.2](b) ábrarészlet Az = Az kettős gyökét, ahol vízszintes az érintő. 

Ha nem zérus a D%3(A,) determináns, akkor az n! és n? ismeretleneket tekintve 
lineárisan független az n?-at paraméterként tartalmazó lineáris egyenletrendszer 
első két egyenlete 


d!in! don? = —d!an? , 
Paint + don? = -d n? 
ahonnan 
1. D 5 n3 2 D?; n3 
D’; ’ D3; ` 
Itt 


D’; = d'2 d?°3 -d2 d'3, D?3 = d1 d'3- d'1 d’3, 
D’; = d'1 P2- d1 d'9. 
A paraméternek vett n? a normálási feltételből számítható. 
Ha ortogonális a KR — az n? számítását csak erre az esetre részletezzük formálisan — 
a (6.40)2 normálási feltétel az 
n! gi n! +n? ga n? +n? g33 n? = 1 
alakban írható fel. Az n! és n? helyettesítését követően kapjuk, hogy 
D ? 
ahol 
2 2 2 
D? = (D'3)" gu + (D°3) g22 + (D?3)" 933 - 
Az n? felhasználásával egységes alakban írható fel a főirányt kijelölő n vektor három 
kontravariáns koordinátája: 
D! 
den 
(k) D 


Az n alatt álló (k) jelzi, hogy a Ax sajátértékhez tartozóan végeztük el a számítást. 
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(6.52a) 


(6.52b) 


(b) 


(6.53) 


Nem nehéz ellenőrizni, hogy a kapott megoldás kielégíti a (6.50) lineáris egyenlet- 
rendszer harmadik egyenletét. Helyettesftés után írhatjuk, hogy 


din! + Bon? + dan? = 
1 1 
=> [d1 D'3+d°2D73+d°3D°3]|,=a, = D ld illaa, =0 
N —— 
Kifejtés utolsó sor szerint. 


(A szögletes zárójelben álló kifejezés a (6.50) egyenletrendszer együttható mátrixának 
determinánsa.) A fentebb mondottak alapján minden egyes Ax gyökhöz meghatározható 
olyan nz irányvektor, hogy 

A-ny = Àk Nk. 


Az ny vektorok előjelét szabadon lehet megválasztani. Következésképp mindig lehetséges 
olyan választás, hogy az ni, ng és ng vektorokhoz tartozó irányok jobbsodratú kartéziuszi 


KR-t alkossanak. Ebben a KR-ben 








A = Ai n1 9 n1 + Az n2 O n2 + A3 n3 Q n3 
az A diádikus előállítása és 
à 0 0 
[ax | a": ja [ani] 0 AQ 0 
0 0 Az 


a tenzor mátrixa. 
Tegyük fel, hogy kétszeres gyök esetén A, = Ag Æ A3. Az előzőekben áttekintett gondo- 
latmenet és eredmények változatlanul érvényesek maradnak a A és n3-ra nézve, azaz 


n,-n3 =0 és ng-:n3=0. 
Ami a kettős gyököt illeti 
PO) = B02) = 0. 
A második derivált (a[6.51) képlet alapján írható fel: 


d 
2P; = dx e PV em d'p a, = ZET e ej (ë, d™,+d'» 5) = 
— klq ad" kpg d! = 4d" 
= —€ "Eklm q © ` Ekpmû p = — m 
— a 
269m 25? 1 


Innen 





-5 PY = d'1 td. +d%3 = (at —A) + (a22— 4) + (a°s—d) , 


ahol A = Ay = A2 esetén a jobboldalon álló összeg legalább egy összeadandója zérus, 
ellenkező esetben ui. három lenne a gyök multiplicitása. Az nt, n? és n? ismeretlenek 
meghatározására két egyenlet, a valamelyik, mondjuk az első egyenlete, valamint 
a normálási feltétel szolgál. Az így kapott megoldással identikusan teljesül a ((6.50) 
második és harmadik egyenlete. Ez annak a következménye, hogy 


P3(X1)—0 és P(A) —0. 


Kétszeres gyök esetén a d", együtthatómátrix rangja egy, következésképp zérus értékű 
valamennyi adjungalt: D!4—0. Ebből adódóan identikusan teljesülnek az n!-re vonatkozó 


n! Z ar [dt n?+d'3n°| 
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megoldás második és harmadik egyenletbe történő visszahelyettesitésével kapott 
dy (a2, ni +d? n? +d? n?) = 
= — 42 (d!, n? +d! n?) +d), d?an? +d! d23n3 = 
_ (dy Pow: d'2) n?— (dad isd d?3) gos 


illetve 


egyenletek. 

Az no vektort úgy érdemes megválasztani, hogy teljesüljön az n;-ng=0 ortogonalitasi 
feltétel. Kettős gyök esetén tehát az egyértelműen meghatározott ng főirány mellett a 
másik kettő pedig elvben szabadon felvehető az n3-ra merőleges síkban, célszerű azonban 
betartani az említett ortogonalitási feltételt. Az A tenzor diádikus előállítását annak 
figyelembevételével kapjuk, hogy most Ai = A2: 


A = Ai (ni 8 n1 +n28 ng) +A3 n3 9 nz = 
= Ai (mi 9 ni -- na 9 n2 4 n3 8 n3) 4 (h3— )1) n3 9 ny , 
SS ásás 


I 
azaz 


(6.54) A=, (I—n3 @ng)+A3 n3@ ny . 


Figyelemmel arra, hogy a főirányokat kijelölő nı, no és ng előjele megváltoztatható, 
mindig biztosíthatjuk, hogy az nj, ng és ng vektorokhoz tartozó irányok jobbsodratti 
kartéziuszi KR-t alkossanak. 
(c) Háromszoros gyök esetén Ay = Az = A3 és 
(6.55) A = Ai (11 8 ni 4 n2 9 n2--n3 9 n3) = AL, 

következőleg bármely irány főirány. Az ilyen tenzort izotróp vagy gömbi tenzornak nevez- 
zük. Az utóbbi elnevezést az indokolja, hogy a vonatkozó geometriai leképezés gömböt 
rendel gömbhöz. Az is nyilvánvaló, hogy az nı, n2 és ng vektorok nem egyértelműen 
meghatározottak, azonban mindig megválaszthatjuk őket oly módon, hogy a hozzájuk 
tartozó irányok jobbsodratú kartéziuszi KR-t alkossanak. 

Összhangban az eddigiekkel, visszautalunk ehelyütt a[6.2] ábrára, a Ax sajátértékeket 
nagyság szerint rendezettnek tekintjük, vagyis mindig úgy választjuk meg az indexüket, 
hogy fennálljon a 


(6.56) Ay = A2 È Az 
reláció. 


6.2.3. A főtengelytétel. A és szakaszok eredményei a főtengelytételben 
összegezhetők. A tétel megfogalmazása előtt a szóhasználat egyértelművé tétele érdekében 
az alábbiakban állapodunk meg. 

Valamely tenzor működési pontján azt a pontot értjük, amelyhez a tenzort kötjük. 
A működési pont vagy térpont, ha térpontokhoz kötött tenzorokról van szó, vagypedig 
valamely anyagi test pontja, ha a tekintett anyagi pont fizikai állapotát leíró és az adott 
anyagi ponthoz kötött tenzorról van szó. 

A A sajátértékhez tartozó ún. karakterisztikus teret — ez egy egyenes, egy sík, illetve a 
háromdimenziós euklideszi tér lehet — azon n, |n|= 1 vektorok feszítik ki, amelyekre nézve 
ugyanazt a sajátértéket tekintve fennáll a (6.40) egyenlet. A vonatkozó karakterisztikus 
tér dimenziója — egyenesre egy, síkra kettő, teljes térre pedig három, — a vonatkozó A 
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sajatérték multiplicitasa. A szimmetrikus A tenzor spektruma a A sajatértékek a (6.55) 
szerint rendezett 

(A1 , A2 , As) 
listája, amelyben minden sajatértéket annyiszor veszünk figyelembe amennyi a sajaétérték 
multiplicitása. 

A főtengelytétel a következő módon fogalmazható meg: Legyen szimmetrikus az A 
tenzor. Ekkor létezik a térben olyan ortonormális bázis melyet az A sajátvektorai feszí- 
tenek ki. Legyen nj, nə és ng ilyen bázis, és legyenek nagyság szerint rendezettek a Aj, A2 
és Az sajátértékek. Ekkor azok kiadják a teljes spektrumot és 


3 
i=1 
Megfordítva, ha az A felírható a (6.57) alakban, aholis ortonormálisak az n; vektorok, 
akkor A, Az és Az az A sajátértéke, nı, nə és ng pedig a sajátértékekhez tartozó saját- 
vektorok. 
Fennáll továbbá, hogy: 


(a) Az A-nak akkor és csak akkor van három különböző sajátértéke, ha a vonatkozó 
karakterisztikus tereket három egymásra kölcsönösen merőleges és a tenzor műkö- 
dési pontján áthaladó egyenes alkotja. 

(b) Az A-nak akkor és csak akkor van két különböző sajátértéke, ha megadható az 

A=wn@n+ A (I-nan) 
alakban, ahol |n| = 1, és 
Ay = Ww, Az = Az = A; ha w5 A 
továbbá 


A= A5 A, A= w; haw<A. 


Ebben az esetben a vonatkozó karakterisztikus tereket az n által kijelölt egyenes, 
és a reá merőleges sík alkotják a tenzor működési pontjában. 
(c) Az A-nak akkor és csak akkor van egy sajátértéke, ha 


(6.58) A=QI. 


Ekkor a A sajatérték, mig a teljes euklideszi tér karakterisztikus tér. Megfordítva, 
ha a teljes euklideszi tér a karakterisztikus tér, akkor az A megadható a (6.58 
alatti alakban. 

Megjegyzések : 

1. A (6.57) alatti előállítást az A tenzor spektrális felbontásának szokás nevezni. Az 
nı, n2 és ng sajátvektorok alkotta bázisban 














MA 0 0 
(6.59) [ax] = [a*:] = [a] = [awl =] 0 Az 0 
0 0 Az 


a tenzor mátrixa. 
2. Ismét hangsúlyozzuk, hogy a három sorra vett esetben 
— három a tenzor működési pontján áthaladó és egymásra kölcsönösen merőleges 
egyenes, 
— egy egyenes és egy reá merőleges sík (közös pontjuk a tenzor működési pontja), 
— a teljes tér 
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alkotja a karakterisztikus teret. Jelölje U, a karakterisztikus tereket (a = 1,2 vagy 
3.) Ezzel a jelöléssel bármely v vektor felírható a 


(6.60) v=) VK, vi CUK 
K=1 


alakban. A egyenlet azt fejezi ki, hogy (a) a = 3-ra bármely v vektor az 
egyszeres gyökökhöz tartozó sajátvektorok(kal párhuzamos vektorok) lineáris kom- 
binációja, (b) a — 2-re bármely v vektor az egyszeres gyökhöz tartozó főiránnyal 
párhuzamos és egy rá merőleges síkban fekvő vektor összegének tekinthető, (c) 
a = l-re bármely v vektor önmagában a háromdimenziós tér egy vektora. 


6.2.4. A karakterisztikus polinom együtthatói, skalárinvariánsok. A karakte- 
risztikus polinomot adó és összefüggések egybevetése alapján 


A?-nek 1: 
1 
(6.61a) 37 Erime” 8p 8g O, ; 
A?-nek Az: 
1 
(6.61b) Ar= aj Eklm EP (e 8, O y hő", alq ó”, + ő", Og a") : 
A-nak Arr: 
1 
(6.61c) Ar = 31 Crime” (apa'a 8", +a"p gato pata) ; 


végezetül pedig \°-nak Azzz: 


1 
(6.61d) Arrr = By Erme a", a a", 


az együtthatója. 
A továbbiakban egyszerűbb alakra hozzuk a kapott együtthatókat. Tovább alakítva 
az és a Kronecker delta indexátnevező tulajdonságának kihasználásával a 
képletet kapjuk, hogy -nek valóban 
1 


Dr Eklme€ 


klm = | 
3! 


3! 
az együtthatója. 
Amint arra az [56] oldalon már rámutattunk a további együtthatókat jelentő Ar, Ay; és 
Arrr skalárok a skalárinvariánsok. Az A;-et adó képlet a Kronecker delta indexát- 
nevező tulajdonságának kihasználásával, valamint az segítségével egyszerűsíthető : 


284? 26,4 2m” 
1 Imk kam l ki 1 k k 
m m T m 
(6.62) Ar = 3 ( ekime? ap + Ekme" a'g + ekme" a r) = 32-30 p= a", . 


Az eredmény, összhangban a tenzor nyomával kapcsolatos a (6.29) összefüggéssel a A 
tenzor első skalárinvariánsa. Kiírva az összeget : 


(6.63) Ar = alı Faska’ a 
Vegyük észre, hogy a (6.61b)) képlet szerint három determináns összege az Ar. Kovetke- 
zésképp felírható az 
a! ôl ô! ôl ús ő! ól O's ats 
(6.64) Áj a?i 675 673 + 675 a? 675 + 622 O's a? 3 
a? 535 633 635 a? 635 635 635 az 
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alakban is. 


Az Ari skalarinvariéns az A; átalakításának lépéseivel és az adjungáltat értelmező 
összefüggés értelemszerű felhasználásával hozható megfelelő alakra : 


1 
m.k l lr =k m kqr l m 
(6.65) Arr = 3 ( Erime” apa qt Ekme” apa terme TT a qa r) = 


Részletesen kiírva 


(6.66) 





(ez a 


atı aa ats 
aa aa a? 3 
ars Gs as 


mátrix főátlójához tartozó aldetermindénsok összege), vagy a képlet alapján a 
összefüggéshez hasonló alakban: 


ay as 012 at ő! ais ôt als a 

2 2 2 2 2 2 2 2 

(6.67) Arr = a?i a 2 ô 43| + 4 2 072 a~3|-+ 079 ag a 3 
a? a2 635 as 692 az 093 aa a 3 


A (6.61d) képlet szerint az Arrr skalárinvariáns az a", determinánsa : 


(6.68) 





A főtengelyek KR-ében a (6.63), (6.66), és (6.59) összefüggések figyelembe vételével 
(6.69) Arr = A1+A2+A3 , Arr = Ay A2+ AQ A3 HA3 Az , Arrr = Ai A243 


az invariansok értéke. 
Az Arr-t adó (6.65) képlet további, az (1.29) felhasználásán nyugvó átalakításával az 


ieee 1 1 
Ae 2 EPM ekim ap Og = 2 (5,.°6)" — 6,,76/" ) a a'g -73 (a"r a’ —a*, a? x) 
Aj 
vagyis az 
1 
(6.70) Arr = 2 (Aj —a*, a”) 


összefüggést kapjuk az invaridnsok között. Visszaidézve a másodrendű tenzor nyoménak 
(6.28) alatti értelmezését és a számítására szolgáló (6.29) képletet következik, hogy 


Ar=trA és a‘ a”, =tr(A-A), 
amivel 


(6.71) An =5 [tr A)? -tr (A -A)] 


a (6.70) képlet szimbolikus formában írt alakja. 
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6.3. HATVANYOZAS, TENZORPOLINOMOK, DEVIATORTENZOR 


6.3.1. Másodrendű tenzorok egész kitevés hatvanyai. Gy6kvonas. Az A má- 
sodrendti tenzor n-ik hatványán az 


(6.72a) AN=A-A-A-----A n>2 
kifejezést értjük. Indexes jel6lésmédban 
(6.72b) (ar) ama ap vee a*i. 


A hatványozás fenti értelmezése érvényes bármilyen másodrendű tenzorra. 
Legyen a C másodrendű tenzor szimmetrikus és pozitív definit. Ez esetben létezik egy 
és csakis egy pozitív definit szimmetrikus U tenzor, amelyre nézve fennáll, hogy 


(6.73) C=U0°=U.U. 
Következésképp formálisan írható, hogy 
U=aVC. 
Legyen 
3 
C = ` A; n; Q n; 


i=1 
a C tenzor spektrális felbontása és definiáljuk az U-t az 


3 
(6.74) U = ` VAn On; 
i=l 


módon. Könnyű meggyőződni róla, hogy a fenti U teljesíti a (6.73) egyenletet, és arról is, 
hogy pozitív definit az U. 
Tegyük fel, hogy két megoldás létezik azaz 


CZÜU eV: UAV. 


Legyen n sajatvektor és jelölje A a vonatkozó sajatértéket (e kettős egyike az összetartozó 


n; és A;-nek). Ekkor 
0=(C—AI)-n = (U?—AD)-n— (Ur VAI) -(U—VAT) -n. 


Legyen 

v=(U-V)I)-n. 
Ezzel 

(U+V\I)-v=0, 
azaz 


U-v=—-V)\v 8 
ahonnan az következik, hogy a v-nek el kell tűnnie, mivel pozitív definit az U és A 5 0. 
Ennélfogva fennáll tehát, hogy 


U-n— VAn. 
Hasonló gondolatmenettel kimutatható, hogy 

V-n—- VAn, 
vagyis 

U-n=V-n 


C minden sajatvektoradra. Mivel az n sajatvektorok bázist alkotnak innen a 
U=V. 
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egyenlet következik. 
Általánosítás : 
— A főtengelyek KR-ében 


(6.75a) C= ` (A,)? non; , 


(6.75b) C™=) > (A)? nen, 


illetve 


0 0. (A3)” 
ahol az n pozitív, negatív és tort is lehet, ha A; > 0, i= 1,2,3 


6.3.2. A Cayley-Hamilton tétel. Megmutatjuk alábbiakban, hogy bármely A má- 
sodrendti tenzor kielégíti az 


(6.76) A®— A, A?+A;;, A— ArI =0 


egyenletet. 

Tekintsük az A— aT különbséget, ahol tetszőleges skalár az a. Jelölje H az A— aI 
tenzor adjungáltját. Visszaidézve a képletet, majd szimbolikus jelölésre térve át a 
képlet alkalmazása során, írhatjuk, hogy 


H.(A-al)=|A-al|l. 
A jobboldalon álló determináns a (6.44) és (6.45) alapján helyettesíthető : 
H-(aI— A) = (a? — Ara? +Arra— Arrr) I. 


Azt sugallja az utóbbi képlet jobboldala, hogy a baloldalon álló H az a kvadratikus 
polinomja, azaz 
H = Ba’+Ca+G. 
Itt a B, C és G egyelőre ismeretlen tenzorok. Kihasználva H fenti polinomiális előállítását 
kapjuk, hogy 
H. (al — A) = Ba’®-(B-A-—C)a’*+(G@-C-A)a-G-A 
Az aláhúzott képletrészek csak akkor lehetnek egyenlőek egymással, ha 
B = I f A — C == ArI 5 

G-C.A= Arl, G-A = Arrt. 

A fenti képletek felhasználásával a baloldala tekintetében az 


A? — Ar A? +A A — ArI = AHA ALA I- A-— Ari = 
= A- (A-C) -A?°+(G-C-A)-A—ArT=0 
eredmény adódik. Ezt kellett igazolni. 


A Cayley-Hamilton tétel azt mondja ki, hogy minden másodrendű tenzor kielégíti saját 
karakterisztikus egyenletét. 
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További összefüggés állapítható meg a skalarinvariansok között, ha vesszük a Cayley- 
Hamilton tétel baloldalanak nyomát és kifejezzük a kapott egyenletből a harmadik ska- 
larinvarianst : 


1 
Arrr = 3 [—Ar tr A?+ A;A;;+tr AT] 
Itt a (6.71) alapján 
trA? = A? —2Ar; x 
Következőleg 
1 
(6.77) Anmeg [-A}+3Ay;Az;+0*, a? a%| c 





6.3.3. Tenzorpolinomok. Legyen az A tenzor szimmetrikus. Nyilvánvaló ekkor, hogy 
az A tenzor 


A’, SS 28 Ayes 
hatvanyai is szimmetrikus tenzorok. 
Tekintsük a 
(6.78a) H = D aA" , n>3 


tenzorpolinomot, ahol valós számok az a, együtthatók. 


A Cayley-Hamilton tétel szerint fennáll az 
A? — Ar A? — Arr A+ ArriI 


egyenlet. Az A -val történő átszorzással innen az 


A’ = A; A? — Arr A? ht ArrrA = 
= A; (A; A? — Arr A+ Arn1) — Arr A? + ArrrA — 
= (Ar — Arr) A? + (Arrr— Arr) A+ ArArrI 


eredmény következik. A bemutatott átalakítás értelemszerű és ismételt alkalmazásával 
megmutatható, hogy 


(6.78b) H = bA?’ 7 B1A7-B.l , 


ahol 89, Bi és B2 valós számok. Ez azt jelenti, hogy bármely szimmetrikus tenzorpolinom 
kifejezhető a tenzor A" = I, A! = A és A? hatványai segítségével. 


6.3.4. Azonos karakterisztikus terű tenzorok. Legyen az S és a T másodrendű 
tenzor. Tegyük fel, hogy szimmetrikus az § tenzor. Tegyük fel továbbá, hogy felcserélhető 
a két tenzor skalárszorzatában a tényezők sorrendje: 


S:T=T:-S. 


Ekkor a T tenzor nem változtatja meg (változatlanul hagyja) az S tenzor karakterisztikus 
tereit. Az utóbbi állításon a következőket értjük: Tegyük fel, hogy a v vektor az S tenzor 
valamelyik karakterisztikus teréhez tartozik, következésképp, hogy fennáll a S -v = Av 
egyenlet, ahol A a vonatkozó sajátérték. Ekkor a T-v vektor is az S tenzor ugyanezen 
karakterisztikus teréhez tartozik. 

Az állítás formális igazolását a skalárszorzatban álló tényezők felcserélhetőségének 
figyelembevételével kapjuk: 


57T79]-T-5-DT], 
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hiszen a keretezett képletrészek egyenlősége az jelenti, tekintettel a S-v = Av egyenletre, 
hogy v és T-v az S ugyanazon a karakterisztikus térhez tartozik. 
Igaz az állítás megfordítása is. Eszerint, ha változatlanul hagyja a T tenzor az S tenzor 
karakterisztikus tereit (terét), akkor kommutatív művelet a két tenzor skaláris szorzata. 
Tegyük fel, hogy összhangban a összefüggéssel a v vektort a 


a 
v= ) VK; ve EUR 
K=1 


módon bontjuk fel, ahol az Ux, K € [1, a], (a a karakterisztikus terek száma) az S 
karakterisztikus tere. Mivel azt változatlanul hagyja a T tenzor fennáll, hogy 


S-(T-vk) = \x(T-vx) =T-(Axvx) =T-(S-vx), KE [1, a] i 


Ha összeadjuk a fenti egyenleteket, akkor kapjuk, hogy 


antaes 6 Fa 9 T Ty. 


KEL K=1 


Mivel a v tetszőleges S-T =T- S. Ezt akartuk igazolni. 
Megjegyzések: 


1. Ismét hangsúlyozni kívánjuk, hogy nem szükségképpen szimmetrikus a T tenzor. 
2. Tegyük fel, hogy három az S karakterisztikus tereinek száma. Tegyük fel továbbá, 
hogy a T tenzor is szimmetrikus. Ha felcserélhető a (6.3.4) szorzat, akkor azonnal 
következik a fentiekből, hogy megegyeznek a T tenzor karakterisztikus terei az S$ 
tenzor karakterisztikus tereivel. Másként fogalmazva azonosak a két tenzor főirá- 
nyai. Az ilyen tenzorokat közös főtengelyű, vagy koaxidlis tenzoroknak nevezzük. 


6.3.5. Deviátortenzor és gömbi tenzor. Legyen szimmetrikus az A tenzor. Az 


A A 
(6.79) A=A- TI | (aa) "i =a 5" 


egyenlet az A tenzor devidtorat (az A -hoz tartozó devidtortenzort) értelmezi. 
A deviátor szimmetrikus tenzor. 
Az A és Ag szimmetrikus tenzorok koaxiálisak, hiszen felcserélhető a szorzatuk: 


A- A= Ag: A. 
Az első skalárinvariánst adó (6.63) képlet alapján 
(6.80) r= 


Ennek figyelembevételével kapjuk a összefüggésből, hogy 


1 1 1 A A 
(Aa)ır = T3 tr (Aq: Aa) = -7 (ag) m (aa)'k = -3 (n-gar) (a'u Zan) 


azaz, hogy 
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Az összegek kiírásával és A; helyettesitésével tovább alakítható az utóbbi képlet : 


1 
(Ag) rr = 6 (3a*,a";,—A7) = 


1 
= 6 [3 (a1)? + (a7)? + (a°3)”) +6(a’s a?i - az a> +a31 a 3) — 


1 2 3.42 
—(at1 +a°2 ag] . 
Innen azonnal adódik a deviátortenzor második invariánsának végső alakja: 


1 
(6.81) (Aa)rr = = [(a"1 —a?2)”+ (a7 — a)? + (a°3—a"1)?+ 


+ 6 (a! a% Eaa ae + ay a 3) ] i 
A főtengelyek KR-ében zérus értékűek a főátlón kívül álló elemek. Következésképp 
(Ag) ir <0. 


Visszaidézve a deviátor alatti értelmezését azonnal adódik az A tenzor 


(6.82) 





deviátoros és gömbi részekre történő felbontása, ahol az A, tenzor az A tenzor gömbi 
(szférikus) része, röviden gömbi tenzor. 


GYAKORLATOK 


1. Igazolja az A tenzor (6.2a)ı 34 alatti alakjaira is, hogy a transzponálás művelete 
a bázistenzort alkotó diádok szorzási sorrendjének cseréje. 
2. Mutassa meg, hogy az axi, ax. és a"! tenzorok transzponáltja a képlet szerint 


számítható. 
3. Legyen valódi tenzor a da. Mutassa meg, hogy ez esetben valódi vektor a 
1 
d = T3 eve dar 
vektorinvariáns. 


4. Ellenőrizze, hogy helyes-e az Spa ferdeszimmetrikus tenzor s(" vektorinvariánssal 
történő alatti előállítása. 

5. Mutassa meg, hogy valódi skalár a D tenzor d," nyoma (első skalárinvariánsa). 

6. Ellenőrizze a vonatkozó definíció felhasználásával a és képletek 
helyességét. 

7. Ellenőrizze a (6.30c) és képletek helyességét is. 

8. Legyen az a és b tetszőleges két vektor. Igazolja a vektorokkal kapcsolatos 


|a-b| < Jal|b| 


Schwartz-féle egyenlőtlenséget. 
9. Legyen a D és S tetszőleges másodrendű tenzor. Igazolja hogy a D--S szorzat 
eleget tesz a Schwartz-féle egyenl6tlenségnek. 
10. Mutassa meg a képletre vezető gondolatmenet ismétlésével, hogy az am" 


tenzornak i 
= ees 
aia ae 


az inverze. 
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11 
12 
13 


14 


15 


Írja fel az előző gyakorlat alapján az a", tenzor inverzének képletét. 
Igazolja, a főtengelyek KR-ben végezve a számításokat, a Cayley-Hamilton tételt. 
Legyen inverálható az A tenzor. Igazolja, hogy 


A =— (A? A,A+ AD) 
III 
a tenzor inverze. 
Mutassa meg, hogy szimmetrikus tenzor a szimmetrikus A tenzor s-ik s=2,3,4,... 
hatványa. 
Legyenek valamely (x) görbevonalú KR egy P pontjában 
i> 
2 ) 
g —i, g—2 , gai 


81— 1, 82 = 83 = 1, 


3 


a kovariáns és kontravariáns bázisvektorok az (y) kartéziuszi KR bázisvektoraival 
felírva — lásd a [d.2]a. ábrát. Ezek birtokában 


100 100 
B= a 0 és  []=|040 
00 1 001 
a két metrikus tenzor és 
10 0 10 0 
laa") = [eget | =| 0 2 ü és l=) 0 2:0 
00 1 001 


a két transzformációs tenzor. Adott a B = F . FT tenzor vegyesindexes alakjának 
mátrixa a görbevonalú KR tekintett pontjában: 


104 30 0 
[B°] =] 120 40 0 
0 0 48 


Ellenőrizze, hogy szimmetrikus-e a B tenzor majd számítsa ki a tenzor sajatérté- 
keit, sajatvektorait, illetve ha pozitív definit akkor a B tenzor V négyzetgyökét 
is. 


7. FEJEZET 


Speciális tenzorok 


7.1. ORTOGONALIS TENZOROK 


7.1.1. Az ortogonális tenzor fogalma. Legyen a 0-0 gh €g? másodrendű tenzor 
invertálható, azaz 


det(Q*,) #0. 
Azt fogjuk mondani, hogy a Q tenzor ortogonális, ha a 
(7.1) p=Q-v 
és 
(7.2) s=Q-w 


leképezésekre nézve — itt v és w tetszőleges targyvektor, p és s a vonatkozó képvektor — 
fennall a 


(7.3) p-s = (Q-v)-(Q-w) = (v-Q")-(Q-w) =v-w 

reláció. Az I metrikus tenzor (egységtenzor) felhasználásával kapjuk innét, hogy 
v-Q'.Q-w-v-I-w=v:- (Q’-Q-I) -w=0 

ahonnan azonnal következik, tekintettel v és w tetszélegességére, hogy a 

(7.4) Q’.Q=I 


összefüggés teljesülése az ortogonalitas szükséges feltétele. A (24) feltétel ugyanakkor 
elégséges is, hiszen fennállása esetén 


p:s=(Q-v)-(Q-w) =v-Q’-Q-w=v-w. 
A (7.3) feltétel következménye, hogy 


(7.5) 97-07. 


Szavakban: az ortogonális Q tenzor transzponáltja megegyezik a tenzor inverzével. 


7.1.2. Az ortogonális tenzorhoz tartozó leképezés. Továbbiakban a Q tenzorhoz 
tartozó leképezés geometriai tulajdonságait vizsgáljuk. A (7.3) egyenlet szerint a p és s 
képvektorok, valamint a v és w tárgyvektorok között fennáll a 


(7.6) p:s=v-w 


összefüggés. Mivel a w tetszőleges, a w = v választás is lehetséges. Ez esetben p-t kell a 
baloldalon s helyére irni: 
p’ =v’. 
Az utóbbi egyenlet azt fejezi ki, hogy azonos a képvektor és a targyvektor hossza, azaz 
távolságtartó a leképezés. 
Jelölje rendre p és J a p és s, valamint a v és w vektorok által bezárt szöget — 
p, V € [0,7]. A skaláris szorzás értelmezése alapján az 


|p| Is] cos y = |v] [w] cos ð 
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egyenlet következik a a képletből. Ugyanakkor a leképezés távolságtartó volta miatt 
IPI=lvl és [s|=|w| 
azaz 
cos p= cos Ù 
végső soron pedig 
(7.7) p=0 


ami azt jelenti, hogy a leképezés nemcsak távolságtartó, hanem szdgtarto is. 
Tekintsük a Q7-Q = Q - QT=I szorzat determinánsát. A determinánsok szorzástételét 
kihasználva írható, hogy 


det (Q7 -Q) = det (Q) det (27) = [det (Q)]? = det (I) . 


Innen következik, hogy a Q tenzor vegyes indexes alakjára nézve — ekkor ui. az I metrikus 
tenzor mátrixa a Kronecker szimbólum mátrixa — 


(7.8) det (25) =+1. 
Megjegyezzük, hogy a determinánsok szorzástételéből az is következik, hogy 


(7.9) det (OF) = det (Og) = det (Oh) = 


o 


ahol go = det (grs) - 

A (78) képlet szerint a Q tenzor vegyes indexes alakjának +1, vagy —1 a determinansa. 
Alabbiak az előjelek leképezésre gyakorolt hatását vizsgálják, utat nyitva ezzel a leképezés 
geometriai képének teljessé tételéhez. Az [alsó indexes] {felső indexes} alakot tekintve 


a 1 m : a 1 TS 
(7.10) a ezi Imi illetve gP = — Fe preQ 


a Q tenzor vektorinvariansa. 
Megmutatjuk, hogy 


(7.11) Qg =+q 


ahol az eldjel pozitiv, ha det (05) —1 és negatív, ha det (05) ——1. Az átalakítások során 
indexes jelölést alkalmazunk, és fel fogjuk használni a (7.4) és alapján írható 


(7.12) 1-9 !1.92-OAT.O 
vagy ami ugyanaz a 
—1 
ôr — DATA mi — Q™ mi 


összefüggést. A lépések nagy száma miatt törekszünk az átalakítások részletes leírására. 
A vektorinvariánst adó (7.10). képlet felhasználásával a (II) egyenletből 


1 1 
kp (a) — Oke J = a kpDis & = 
Q dp Q ( 5Eprs@) l 5 Eprs) Q l 
ATA mi 
=e oe Oar" O'O _ 1 1 kml q i OM VO 
— 2 Jo prs ml — Ae e ml 


det (Qk!)ekml 
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következik. A képlet helyettesitése és a összefüggés kihasználása után — tekin- 
tettel a (710), egyenletre is — a bizonyítani kivánt eredményt kapjuk: 


1 1 
QP = = — se det ( a) Qin 2 


279 Jia 
1 
-aet (01) {Beau} — eat 


A most igazolt (LII) összefüggésből a QT-vel történő átszorzással és a (7.12) képlet 
kihasználásával és a két oldal felcserélésével a 


QT -qO = q , 
vagy ami ugyanaz a 
(7.13) q® -Q = q® 
alakok következnek. 





q) 











7.1. ábra. 
(a) Forgatás (b) Forgatás és tükrözés 


A és (7.13) képletek segítségével teljes egészében tisztázni tudjuk a leképe- 
zés geometriai jellegét. Tekintsük a v tárgyvektor q‘”-val párhuzamos és arra merőleges 
összetevőkre történő felbontását : 


v= vVvj+vL 
vixg®=0 vig™=0, 
majd vizsgáljuk meg, részletesebben a 


P=Q- v=Q- v+: vı 


leképezést. 
Mivel a vj, párhuzamos a q(”-val, és mivel a leképezés távolságtartó a vj, képe 
Pi =V azaz önmaga, ha det (Q*,) = +1 
Pi =—Vį azaz önmaga tükörképe, ha det QE) ——1 


A q-ra merőleges vı összetevő képe, azaz p, is merőleges a q(”-ra. Valóban, a (712) 
felhasználásával írhatjuk, hogy 


(a) 


ag” -p1 =q® -Qv =+q%-v, =0. 
SE 





tg(2) 
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Geometriailag ez azt jelenti, hogy a vi megtartja a saját síkját — a v tamadaspontjan 
átmenő és a q-ra merőleges síkra gondolunk ehelyütt — és természetesen hosszát is a 
leképezés soran. 
Ha pı = v1, akkor a vi helyben marad a leképezés során. Ez egyben azt is jelenti, 
hogy 
— a det (25) = 1 esetben, amint az az előzőekből nyilvánvaló, a Q tenzor önmagára 
képezi le a v vektort, azaz 


(7.14) Qe, 
— a det (05) =—1 esetben pedig a v1-t önmagára, a vjj-t pedig önmaga tükörképére 
képezi le a Q tenzor, következőleg az egymásra kölcsönösen merőleges 1,2 és 3 jelű 


tengelyek által kifeszített lokális bázisban — a részleteket illetően a (b) ábrára 
utalunk — a 


10 0 
(7.15) oh (oO 1 0 
0 0 -1 


képlet adódik a tenzor mátrixára 
Ha pi #v,, akkor a v] elfordul a v a támadáspontján átmenő és a g(9-ra merőleges 
síkban. Az elfordulás 1 szöge minden v1-re — végigfutva gondolatban a tárgyvektorok 
teljes halmazát — ugyanaz kell, hogy legyen, ellenkező esetben ui. nem volna szögtartó a 
leképezés. 
Maga a leképezés pedig 
— a det (25) = 1 esetben a v vektor támadáspontjához kötött q mint tengely 
körüli forgatás, hiszen a tengelyre eső vı képe önmaga, a vi pedig a forgatás ~ 
szögével elfordul a g(9-ra, merőleges és a v támadáspontján átmenő síkban, 
míg 
— a det (25) = —] esetben fentiekhez a vj fenti síkra történő tükrözése járul — 
forgatás + tükrözés, hiszen a vı tükörképe önmaga. 
A kapott geometriai kép alapján a det (05) = 1 esetben a Q ortogonális tenzort 
forgatásnak, vagy forgató tenzornak nevezik és R-el jelölik. Az R forgató tenzorok az 
ortogonális tenzorok egy alcsoportját alkotják. 


7.1.3. Ortogonális tenzorok előállítása. Ortogonális tenzorok többféleképpen ké- 
pezhetők. Legyen az (a, b, c) és (A, B, C) két egymástól különböző ortonormális vektor- 
hármas: 




















(7.16) a-a=b-b=c-c=1, a-b=b-c=c-a : 
` A-A=B-B=B-B -1, A-B=B-B=C-A=0. 
A 

(7.17) Q=a®A+beaB+c@Cc 


tenzor ortogonális, hiszen a (7.16) felhasználásával azonnal következik, hogy 
Q’.Q=A8A+B@B+C8C=I=a®a+b@b+ceac=Q-Q’. 

Az is nyilvánvaló, hogy 

a=Q-A b=Q-B c=Q-C 

A=Q7'-a=Q’-a B=Q'-b=Q'-b C=Q7'-c=Q’-c 


A leképezés forgatás, ha det (05) =1. Ez az eset forog fenn például, ha a vektorhármasok 
jobb-, vagy balsodratúak. 


(7.18) 
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Ha c=C és a leképezés forgatás, akkor 


(7.19) Q= R=a®A4+bOB+C@C 
és 
(7.20) a= R-A b=R-B C=R-C 


ami világosan mutatja, hogy a C vektort önmagára képezi le az R tenzor, mig az A és B 
vektorok rendre az a és c vektorokba fordulnak el. 


7.2. A VEGES FORGATAS TENZORAI 


7.2.1. A véges forgatás tenzordnak geometriai előállítása. Véges szöggel (azaz 
nem kis szöggel) történő forgatás esetén a ábra alapján konstruálhatjuk meg a, le- 
képezés tenzorát. A forgatás n tengelyét az n, |n| = 1 vektor jelöli ki. A forgatás szögét 





7.2. ábra. Véges forgatás 


pedig a uw, w € (0,7) jelöli. Av = OA vektort a forgatás egyelőre ismeretlen R tenzora a 
p = OB vektorba forgatja el (képezi le). 

Az alábbiakban, lépésről lépésre haladva, előállítjuk az R tenzort. 

Leolvasható az ábráról, hogy 


— — — > 
(7.21) p= vi +0B' —vj-0D 23 DB 
Itt 
(7.22a) vj) =n(n-v) =(n@n)-v, 
és az is igaz, hogy 
(7.22b) vi:5-v—vj—(I-—nan)-v. 


Az OD B" derékszögű háromszög egyik, az OD" befogója tekintetében az ábra szerint az 


— 
(7.23) OD' =v, cos Y = cosw(I—n@n)-v 
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an a 
összefüggés áll fenn. Vegyük észre, hogy az ON’ vektor úgy adódik, hogy az OA’ = vi 
vektort elforgatjuk 7r/2-el az óramutató járásával ellentétesen az n tengely körül. Követ- 
kezőleg 








— 
(7.24) ON —-nxvi—-— nxí(vij +vı) v=nxv. 
Sa 

ez a tag zérus 
Másrészt 

ON'=0BĐ', 
amivel 
(7.25) D'B' = OB' siny = ON'sin y. 


Az ON" és D'B' párhuzamosságát is kihasználva a (7.24) és (7.25) egybevetése szerint 

— 

D'B’=sinwnxv. 
Ha ebbe a képletbe helyettesitjiik a 

nxv=I-(nxv)=(Ixn)-v 
átalakítást, akkor kapjuk, hogy 
— 
(7.26) D'B' =siny (Ixn)-v. 
A (@22a), (223) és M26) összefüggések felhasználásával a p-t adó (2.21) egyenletből a 
p = [ngn +cos y (I—n®n)+siny~I xn]-v 
(7.27) 
= [cosy I+ (1— cos y)n&n+sin 4 I xn]: v 

eredményt kapjuk, ahol 


R= cosy I+(1—cosy)anagn+sinyIxn, 
(7.28) pI+( 4) Y 


Ry = cos Y gut (1 — cos Y) ngn + sin Y Ekri n” 





a véges forgatás tenzora. 


7.2.2. Ortogonális-e a véges forgatás tenzora. A kapott eredmény alapján azt a 
kérdést vizsgáljuk meg, hogy milyen feltételek mellett ortogonális a (7.28) általánosításá- 
nak tekinthető 
(7.29) Q =cosy I +(Qrr—cosy)nagn+sinyIxn, 
tenzor, ahol a Q7;; egyelőre ismeretlen paraméter. 

A kérdés tisztázása a Q -Q7 szorzat vizsgálatát igényli. 
Nyilvánvaló, hogy 
(7.30) 2" = cost I+(Qui—cosd)n@n, —Q*=(Q*)" 


a Q szimmetrikus része. Vegyük azt is észre, hogy 


(7.31) (I xn)" = (g* 8gx n)” =g; xn@g* =—-nxg,@g*=-nxI. 
Kovetkezéleg 

(7.32) Q=Q*+sinyIxn és QT =Q*-sinvnx I, 

amivel 


(7.33) Q-Q*™=Q*-Q*+siny [(Ixn)-Q*—Q*-(nx D]—sin? 4 (I xn) -(nx T). 
A végső eredmény előállításához szükség lesz a (7.33) összefüggés részeinek átalakításával 
kapcsolatos és a következőkben magyarázattal részletezett képletekre: 
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(a) A Q*-ot értelmező (7.30) alatti összefüggést is felhasználva kapjuk, hogy 


(7.34a) (I xn)-Q* =I-(nx Q*) =nx Q* =nxI cosy. 
(b) Ugyanilyen módon adódik, hogy: 
(7.34b) Q*- (nx I) = (Q* xn)-T=Q* xn=Ixncosyw. 
(c) Nem nehéz belátni, hogy a fenti két képletben álló nx I és I xn szorzatok értéke 
azonos: 


(7.340) nx I =n" g, x gk Og = n"Erksg og" = gë 9g Errn" =g 9g Xg n= Ixn. 
(d) További részeredmény kapható az alábbi átalakítással: 
(7.34d) (I x n) -(nx I) = (g" 8g, xn)-(nx g! @g)) = 
= (gr x n): (n xg’) g°@gi = gr: (n'n-g') g" og = 
SS ee 
Sx [nx (nx gz) 
_ l NN ok = 
= (ngn — ô; ) g S®g,=n@n-T. 
(e) A Q* szimmetrikus tenzort adó képlet alapján: 
(7.340) Q* (Q) =Q*-Q* = 
= cos? Y I+2cosy (Qrr— cosy) ngn+(Qrr— cosy) ngn = 
= cos* Y I + (Qf — cos? y) ngn. 
Felhasználva, illetve helyettesítve mostmár a (7.34al...,e) részeredményeket a Q- 07 
szorzatot adó (2.33) képletbe a 
(7.35) Q-Q” = cos? y I+ (QÎrr— cos? Y) ngn+sin? y I —sin? y ngn 
=I+(Qj;;-1) ngn 
eredményt kapjuk. Akkor ortogonális a (7.29) képlettel értelmezett Q tenzor, ha egység- 
tenzort ad a Q -Q7 szorzat. Azonnal látszik a (7.35) összefüggés alapján, hogy ennek 
a 
Qr = l; azaz a Qr = +1 
reláció fennállása a feltétele. 


A továbbiakban tisztázzuk a Q77; jelentését. Tegyük fel, hogy ortonormális bázisban 
vagyunk és fennáll a 


n=g'=gi 
egyenlet. Ez esetben 
det(Q-Q*) = det(Q-Q*) =|Q*m Q", | = det(I+ (Qîrr—1) ngn) = 
1+Qj;;-1 0 0 


cel 0) OF e 
0 0 0 


A kapott képlet szerint Q7;; a Q tenzor harmadik skalarinvariansénak vehető. 
Összegezve a szakasz eredményeit igazoltuk, hogy a (7.29) képlettel adott tenzor orto- 
gonális, ha 0rrr— +1, ahol Q7;; a tenzor harmadik skalárinvariánsa. Orrr— l-re a ([7.29) 
alatti előállítás megegyezik a véges forgatás R tenzorával. Következésképp örtógonált az 
R tenzor. 
Szokás a véges forgatás Rk; tenzorát a 


(7.36) b-—-4g"—vn 
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forgasvektor, illetve a hozzátartozó 
(7.37) Vit = — Ekm Y” 


ferdeszimmetrikus forgástenzor segítségével is felírni. 


A (36) forgásvektor helyettesítésével adódik (7.28)-ból az 


1 — cos Y% sin W 


(7.38) Rp = cos Y gri + — — Wry — 


Ekim U 


y? Y 





eredmény, ami a véges forgatás tenzorának második alakja. 
Tekintsük most a 


Ds") = Ekom Y” E Wr gu = E Esme VT Vr Ju = 
= (Sm 8 r — Om On) V” Vr Gu = Vr Pi — ga Y" Wr » 
átalakítást, ahonnan 
Ve Vi = Yk B i+ ga V" Ur - 
Az utóbbi eredmény e történő helyettesítésével 
— cos Y) siny 


Rg = COS Y gri pe ya (Wrs D +ga Y Vr) — i —— Ekim Y” 


azaz 


— cos Y) sin Y% 


(7.39) Rei = Gel ie — a 7 Vel 





y? 


a véges forgatás tenzorának harmadik alakja. 


7.2.3. A poláris felbontási tétel. A véges forgatással kapcsolatos eredmények is 
megjelennek a kontinuumok alakváltozási elméletében nagy jelentőségű poláris felbontási 
tételben: 

Legyen pozitív az F = F*,g,@g! másodrendű tenzor determinánsa: 


(7.40) Ff >0. 
Ez esetben mindig megadható az F az 


(7.41) F=R-U=V.R 


alakban, ahol az U és V pozitív definit szimmetrikus tenzorok, míg az R tenzor forgatás. 
Emellett mind U, mind pedig V egyetlen: 





(7.42) 


Az F=R.U és F=V-R előállítások az F ún. jobboldali és baloldali poláris felbontásai. 
Az igazolás első lépésében megmutatjuk, hogy 


F’.F és F.FT 
egyaránt szimmetrikus és pozitív definit. A szimmetria azonnal következik az 
(ER =F (F V =F"-F, 
(F-FT)" = (FT) -FT = F.F" 
átalakításokból. Az is fennáll, ha a v tetszőleges vektor, hogy 
v.F.-FT.v — (FT .v) . (FT-v) >0, 
v-F’.F.v=(F-v):(F-v)>0. 
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Mivel az F invertálható az F -v =0 (FT -v = 0) egyenletnek csak v = 0 esetén zérus a 
jobboldala. Következésképp 
FF és FF” 
egyaránt pozitív definit. 
Unicitás. Legyen az F— R-U az F egy jobboldali poláris felbontása. Mivel az R 
forgatás teljesülni kell a 
T = T . T . . = 2 
FY .F=U'-R : R-U =U 
egyenletnek. A négyzetgyékvonassal kapcsolatos unicitdsi tételt is kihasználva megálla- 
pítható, hogy egy és csakis egy olyan pozitív definit és szimmetrikus U létezik, amelyre 
igaz, hogy a négyzete FT. F. Mivel U egyetlen, a (741), alapján adódó 


R-—-F-U" 
is egyetlen. _ 
Létezés. Ertelmezziik az U-t a (7.42]i összefüggéssel és legyen 
R=F-U`. 
Annak igazolásához, hogy a (4I); poláris felbontás, már csak azt kell megmutatni, hogy 
az R forgató tenzor (vagyis det(R) > 0 és R’-R=1). 
Mivel det(F’) > 0 (feltevés volt) és det(U) 5 0 (U pozitív definit), az következik, hogy 
det( R) > 0. Másrészt 
T p—7r-1. pT. p.r l1 
R -R—U -F -F-U =I 
U2 
vagyis valóban forgató tenzor az R. 
Ezzel a igazoltuk a jobboldali poláris felbontás létezését és unicitását. 
Értelmezzük most a V tenzort a 
(7.43) V-R-U-RT 
módon. Mivel az R és U egyetlen, a V is az. 
Vegyük észre, hogy a V szimmetrikus és pozitív definit. 
Valóban 


(a) a szimmetria azonnal következik a 
VT —(R-U-RT)" — R-(R.U)T—R-U-RT-V 
átalakításból. 
(b) Ami a pozitív definitséget illeti tetszőlegesnek tekintve a v vektort írhatjuk, hogy 


v:-V-v=v-R-U-R!.v=v-R-VU-VU-R' -v= 
vV 


= (VU-R"-v).(VU-R"-v) = (VU-R"-v) >0, 


ahol VU - R” invertálható (zérustól különböző a determinánsa), ezért csak v = 0 
esetén lehet a jobboldal zérus: a V tehát pozitív definit. 


A (7.43) egyenlettel értelmezett V-re nézve az is fennáll, hogy 
= 5 A T 5 — n — 
V-R=R-U-R ; R=R-U=F, 


ami azt jelenti, hogy V - R a baloldali poláris felbontás. 
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Végezetül vegyük azt is észre, hogy 
2 = isi . T . m . T = m T 
WEE EBC FF’. 
F 


Ez egyben azt is jelenti, hogy fennáll a (7.42). egyenlet is. 


GYAKORLATOK 
1. Ellenőrizze, hogy az (y1, Y2, y3) kartéziuszi KR-ben tekintett Q, és Q, tenzorok 
ortogonalisak! 

2 2 _1 1 1 v2 
3 3 3 2 2 2 
E 2 1 2 = 1 1 V2 
Q, 3 73 3 2 Q, 2 3 2 
A 2 2 vi Z g 

3 3 3 2 2 


Melyik tenzor forgató tenzor ? 
2. Igazolja, hogy az (y1, Y2, y3) kartéziuszi KR origójához kötöttnek gondolt Q tenzor 
forgatótenzor. Határozza meg a forgatás tengelyét és szögét, ha 


1 1 1 
2 Vo 2 

= 1 1 1 
Q 2 v2 a? 
4 0 + 

v2 v2 


a tenzor mátrixa ebben a KR-ben. 

3. Igazolja, hogy két ortogonális tenzor összege nem szükségképp ortogonális tenzor. 

4. Legyen P, Q és R ortogonális tenzor. Igazolja, hogy a P-Q- R szorzat ortogonális 
tenzor. 

5. A P tenzort permutációs mátrixúnak nevezzük, ha [p] egy-egy sorában és osz- 
lopában álló három elem közül kettő zérus, a harmadik pedig egységnyi. Mutassa 
meg, hogy ez a tenzor ortogonális. 

6. Legyen az a egységvektor. Igazolja, hogy az alábbi tenzor ortogonális: 


Q=I—2a&a 


7. Legyen a Q ortogonális tenzor. Legyen továbbá n pozitív egész szám. Mutassa 
meg, hogy Q” ortogonális tenzor. 
8. Igazolja szimbolikus jelölésrendszerben, hogy a 


Q.a = +a 
egyenletnek +qa (qa a tenzor vektorinvariánsa) a megoldása az a vektorra nézve, 


ahol pozitív az előjel ha det(Q%) = 1 és negatív, ha det(Q%) = —1. 
9. Legyenek valamely (x) görbevonalú KR egy P pontjában 
. in 
Si =1,, 82 — pi ’ 
gi=i, ge? = 21°, g=i 


83 = 13, 


a kovariáns és kontravariáns bazisvektorok az (y) kartéziuszi KR bazisvektoraival 


felírva — lásd a/4.2la. ábrát. Ezek birtokában 


100 100 
[dm]— [0 3 0 és [g"]=] 0 4 0 
001 001 
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a két metrikus tenzor és 


1 0 0 1 0 0 
|= [eat] =} 0 | 0 és [t*]=] 0 2 0 
0 0 1 0 0 1 
a két transzformációs tenzor. Határozza meg az F tenzor tenzor polaris felbonta- 
sait: 
0 —0.8 -1.2 0 —3.2 -1.2 
Pejs 0 0 , [F ,]=105 0 0 
0 06 3.4 0 24 3.4 


(A teljesség kedvéért megadtuk a tenzor kontravaridns-kovaridns koordinátái mel- 
lett a kovariáns-kontravariáns koordinátákat is.) 


8. FEJEZET 
Tenzorok analizisének elemei 


8.1. DERIVALASOK GORBEVONALU KR-BEN 


8.1.1. Bazisvektorok analízise. Ha valamely, mondjuk az u vektort parciálisan de- 
riválni kell az z” koordináták szerint, akkor a bázisvektorokat is deriválni kell. Az (y) 
kartéziuszi KR-ben érvényes 


ee pe Oir _ 
dy! — Ay! E ayi T? ðy 
képlet helyére görbevonalú KR-ben a 

ðu o i ðu” k 09k 
ere) Bat ~ gt WG) = gyet Ber 
vagy a 
Pn Bat 7 Bet ("+9 ) = azt 9 tUe Gat 


képletek lépnek, mivel a bázisvektorok is a hely függvényei. A (8.lalb) képletek világosan 
mutatják, hogy a bázisvektorok deriváltjainak fontos szerepe van a vektorok és tenzorok 
görbevonalú KR-ben történő deriválásában. 

Az (1.40) és (1.38) összefüggések felhasználásával könnyen belátható, hogy 
ogy OT Og) oyr , oyr Ox" 
—— = Oe SC —— l, = OO —— r 
Ox! = OxkOx' Ork ðxrkðrxr! ?” OxkOx! Oy? Š 

A továbbiakban megállapodunk abban, hogy a helykoordináták szerinti parciális de- 
riválást, összhangban az indexes jelölés szellemével, a 


(8.3) el = (JO = (er op =O) = (0 


módon szedjük. Szavakban: az alulsó indexsorban írt vessző után álló és a koordinátát 
azonosító index is jelölheti a koordináta szerinti parciális deriváltat. Ez a jelölés az illető 
mennyiség alulsó indexsorának legvégén kell, hogy legyen elhelyezve. 

A TZ, másodfajú és Tr elsőfajú Christoffel szimbólumokat a 


(8.4) Sr. = Ski =P Sr = Ikl, r 8" 


egyenlet értelmezi. Hangsúlyozzuk, hogy ez esetben a vessző után álló r index nem par- 
ciális derivéltat jelöl. Ha Atszorzunk skalérisan a gy vektorral, akkor tekintettel a (8.2) 
összefüggésre is, a 


(8.2) 


Ox! 
gű = TS ay? 2 
(8.5) Se HCH y am Dy? 
képletet kapjuk If számítására. A és összefüggésekből egyaránt következik, 
hogy a Ea és [4 ,r Christoffel szimbólumok szimmetrikusak a kl indexpár tekintetében: 
(8.6) TEVE Prr = Dix or 


83 
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Később, a szakaszban igazolni fogjuk, hogy a Christoffel szimbólumok nem ten- 
zorok. 

A (8.4) egyenlet g9-val történő skalaris szorzása után, ezúttal az első egyenléségjeltél 
jobbra álló képletrészeket hasznosítva a 


Py ger =T k, r geg 
QS Qa 
54, g 
azaz a 


(8.7) 


egyenletet kapjuk, ami azt fejezi ki, hogy Ty,,, birtokában T% az r index felemelésével 
adódik. Ha a (8.4)-ben g, helyére g” = g"*g,-t írunk, majd Atszorzunk skaldrisan g,-val, 
akkor a 
P Br’ Sq = Led gs" 8g = Pki, r 9” Isg, 
K—— K— K—— 
Irq Jsq Òq 
azaz a 


(8.8) 


eredmény adódik. Szavakban Dr a a Tý másodfajú Christoffel szimbólum r indexének 
lesüllyesztésével számítható. 

A g” felsőindexes bázisvektorok x! szerinti parciális deriváltja ugyancsak megadható 
a Christoffel szimbólumok segítségével. Valóban, ha a 6%, Kronecker szimbólumot parci- 
álisan derivaljuk az x; szerint és felhasználjuk a összefüggést, akkor a 


0— 6% 1 = (g1 gk) 1— 891 gk +E" Ek, 
— 
a 
illetve a 
glr gk =-Th 
összefüggés adódik, ahonnan 
(8.9) eg? ,=Tge*. 


A Christoffel szimbólumok kiszámíthatóak a és képletek segitségével, felté- 
ve, hogy mind az x‘ = 2'(y', y?, y?) függvények, mind pedig az yt = y*(x!, x”, x’) inverz 
függvények ismertek. A Christoffel szimbólumok meghatározására azonban további lehe- 
tőségek is vannak. 

Deriváljuk a g, metrikus tenzort x” szerint és használjuk ki a és (8.4) képlete- 
ket: 


(8.10) Irs ,p = (Er Bs) p= Ses Sees =) eel we 
A (8.10) összefüggés alapján adódó 


Irs,p = Las a spry 





Jps,r = | as ká , 
9 pr,s = Dog rap 
egyenleteket 1/2-el szorozva és az első kettő összegéből az utolsót levonva a 


1 


(8.11) T prs = 5 (Jrs p+ 9ps,r — prs) 


az eredmény következik. 
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További lehetőséget kínál a Christoffel szimbólumok számítására a összefüggés 
alapján a g?" szimmetriája és a (8.10) képlet kihasználásával írható 


Tim = km pg? = 5 (Pimp + kpm) g” — 59 P gmp,k 
S i— 


Imp ,k 
egyenlet, ha figyelembe vesszük az alábbiakat : 
(1) AG"1gy-9g0", egyenlet — itt G"9 a vonatkozó adjungált — gpr szerinti parciális 
deriváltját képezve azt kapjuk, hogy 








OG™ Gar go oG™4 OGar 
a ae hiszen =0 és LLA 
O9pr O9pr O9pr O9pr 
e ~ 
G map, „so 
Ogmp 
Innen 1/g,-val történő atszorzdssal az 
1 gre gma 1 290 
Jo Jo O9mp 


összefüggés következik. 
(2) A szerint go = a) 
A fentiek alapján 
let 3go O9Gmp 1 1 8go 1 8yo 


m 


8.12 Aa aa Al SO 
( ) me S Ogmp OLE 29902" 9902" 








8.1.2. Tenzorok-e a Christoffel szimbólumok. Vizsgáljuk meg azt a kérdést, va- 
jon tenzorok-e a másodfajú Christoffel szimbólumok. A (€) görbevonalú KR-ben a 
összefüggés alapján — ezúttal mindenütt kiírva a parciális deriváltakat és felhasználva a 
bázisvektorokkal kapcsolatos transzformációs szabályt, valamint a bázisvektorok 
számításának alatti képletét, továbbá a láncszabályt 


O'S gk a O'S) ; a m _ 





























mk _ 

Vn gg B = Gea Gam 
~ Or a” m O fror o a y 
— Ber aed Or " örs Orn OEP) OET Axm® 


a másodfajú Christoffel szimbólum. A továbbiak során elvégezzük az x* szerinti derivalast, 
és ismét alkalmazzuk a bazisvektorok számítási képletét : 

me _ | Oa 02" 02" he ou \. OE T 

ox: 0£? oa "OP OET) Ox™ 
gn m ÔT” Ox! OEF E Ox” OEF n 
— Ons § Oer OE1 Or" ' DEP OET Ore ” 
Oa” OFF 

OEP OEI Ox” 
Ez az eredmény már tükrözi, hogy a másodfajú Christoffel szimbólumok nem tenzorok. Ha 
ugyanis azok lennének, akkor — összhangban a kovariáns és kontravariáns indexek transz- 
formációs képleteivel — az aláhúzással kiemelt részek egyenlőségének kellene fennállnia. 
A jobboldalon lévő második összeadandó jelenléte tehát annak a bizonyítéka, hogy nem 
tenzorok a másodfajú (következésképp az elsőfajú) Christoffel szimbólumok. 

















pq 




















= [ety ta Tmt 
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8.2. 'TENZORMEZOK DERIVALTJAI 


8.2.1. A deriváltak értelmezése. Legyen az 
u(t) 
valamilyen tenzor (skalár, vektor, másodrendű tenzor, etc.) skalár függvény, amelynek a t 


skalár a paramétere (ez az idő, vagy valamilyen más skalár paraméter pl. az s ívkoordináta 
lehet). Az u(t) függvény t helyen vett u(t) deriváltját, ha az létezik, az 


(8.13) a(t) - = lim — ueta 


összefüggés értelmezi. Mivel két ugyanolyan rangú tenzor különbsége az eredetiekkel azo- 
nos rangú tenzor a skalár paraméter szerinti deriválás nem változtatja meg a tenzor rang- 
ját. Az u(t) függvény sima, ha az u(t) derivált létezik és folytonos a tenzor skalár függvény 
értelmezési tartományában. 

Tegyük fel, hogy differenciálható az u(t) a t helyen. Ekkor a szerint 


n pie) al) Sen = 0, 


a0 Q 
azaz 
(8.14) u(t+a) =u(t)+ua+o(a), 
ahol 
lim ad) =, 
a>0 A 


vagyis o(a) gyorsabban tart zérushoz, mint a. A (8.14) képlet azt fejezi ki, hogy az 
u(t+a)—u(t) 
különbség linearizálható a t helyen. 

Tekintsük most az A(r) tenzormezőt (az A(r) skalár, 
vektor, másodrendű vagy magasabbrendű tenzor lehet a P 
pont környezetében). Az A(r) függvény differenciálható az 
r helyen, ha az 

A(r Ar) —A(r) 
különbség felírható az 





(8.15) A(r Ar) —A(r) = DA(r)[Ar]+0(Ar) 
alakban, ahol DA(r) a derivált, 
DA(r)[Ar] 


homogén lineáris függvénye a Ar-nek, míg az o(Ar) tag 
gyorsabban tart zérushoz mint a Ar. Maga a homogén li- 
8.1. ábra. Ar szemléltetése neáris tag a 
s d 
(8.16) DA(r)[Ar] = lim a Ar +aAr)—-A(r)] = qa [A(r+aAr)]|,~o 
módon számítható. 
Példaként tekintsük a $(r) =r-r skalárfüggvényt. A összefüggés alapján 


Do(r)lAr] = ~ llr +aAr)]| a0 = L (r-r+2ar-Ar+a*Ar-r) ee = 


= (2r-Ar+2aAr-r)|,_) = 2r-Ar 


a Ar-ben linearis tag. 


A (8.13) és (8.16) értelmezések KR. függetlenek. 
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A homogén lineáris tag (x) görbevonalú KR-ben történő számításához feltételezzük, 

hogy 
Ar = Ac* gx. 
Mivel a K index rögzített ezzel a választással (a) gx irányú a Ar a P pont környezetében, 
(b) és ezért úgy tekinthető, hogy az A(r) at—x" skalár függvénye, a másik két koordináta 
pedig rögzített. Következőleg 
_ K K 
A(r+ Ar) = A( z FAT" ), 

ami egyúttal azt jelenti, hogy a homogén lineáris tag a (8.14) részeként megjelenő ua 
formula alapján számítható : 








IA ð 
(8.17) DA[Ar] = —— Art = (as -K g“) -Ac* gx 
San” K 
Ox Arka Ox ALÓ a 


d 


5] 


Al 


t 


Az utóbbi képlet alapján a 


o 
— gk 7. 


egyenlettel értelmezzük a nabla operátort. Vegyük észre, hogy 
az Bt ött B ig B 
Oxk OE! Oxk Oe!” 
ami azt jelenti, hogy valódi vektor a nabla operator. 

8.2.2. Gradiens, divergencia, rotáció. A nabla operator felhasználásával a 
összefüggés koordinátairánytól független, azaz tetszőleges Ar-re érvényes módon a 
(8.19) DA[Ar]— (2@V)-Ar 
alakban írható fel, ahol 


pv ha az A skalár, ezt e jelöli 
(8.20a) ADV = 4, v&V ha az XA vektor, ezt v jelöli 
TSV_ ha az 2 tenzor, ezt T jelöli 
az A jobboldali gradiense. 
Az A baloldali gradiensét, a fentiekhez hasonló módon az 
Ve =YV 
(8.20b) VEA = 4 Vev 
ver 
alakokkal értelmezzük. 
A jobboldali gradienssel 
(8.21) DA|Ar] = Ar. (VOA) 
az A tenzor lineáris része a P pont környezetében. 
Első, vagy magasabbrendű tenzor esetén az 
v-V Viv 
(8.22) A-V =s T.V és V A= 4 V-T 


képletek értelmezik a jobboldali és baloldali divergenciát. 
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Első, vagy magasabbrendű tenzor esetén az 


vxV Vxv 
(8.23) AxV = A TxV és VxA => 4 VxT 


sess 


Valamely tenzor gradiense, divergencidja, rotacidja eggyel magasabbrendű, eggyel ala- 
csonyabb rendű, ugyanolyan rendű tenzor, mint az eredeti tenzor. 


8.3. KOVARIANS DERIVÁLT 


8.3.1. Vektormező gradiense és divergenciája görbevonalú KR-ben. Tekint- 
sük az u—u" gą vektormezőt. A bázisvektorok deriválásával kapcsolatos összefüggést 
kihasználva, majd alkalmasan nevezve át a néma indexeket, írhatjuk, hogy 


Ou 


(8.24) A 


=u =U" ige buga — ut Betu Tig = 
= [u* +u TE] Ges 

Az utóbbi képlet alapján az 

(8.25) ugsa"  +uTS 


másodrendű tenzort az u" kontravariáns vektor kovariáns derivdltjdnak nevezzük. Az u" .ı 
kovariáns derivált az u vektor x! szerinti parciális deriváltjának gx irányú vektorkoordi- 
nátája. 

A kovariáns deriváltat itt, és a továbbiakban is, pontosvessző után álló és a deriválási 
változót azonosító alsó index jelöli. 

A bevezetett jelöléssel átírható a (8.25) összefüggés : 


Ou 
(8.26) Fat SUSU BE 
Ennek az egyenletnek az alapján adódik, hogy 
o Ou 
(8.27a) USV =g a8 = 77 OS =U BOS 
a jobboldali, és 
o Ou 


a baloldali gradiens. 

Ha az ux g" alakban adott az u vektormezé, akkor a (8.25)-ra vezető gondolatmenet 
ismétlésével és a felsőindexes bázisvektorok deriváltját adó képlet felhasználásával 
kapjuk a vektormező jobboldali gradiensére az 


(8.28) 19V- ug 08 = (ame) 9g" — 
= [ure ture | üg — [lux g" -ur rig"] ag = 
= [uk -u ri] gg’, 

vagy ami ugyanaz az 


(8.29) u@V =u g" ag 
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képletet, ahol 


(8.30) 


az uz kovariáns vektor kovariáns deriváltja. 

A (8.25) és (8.30) képletekből az is látszik, hogy egy vektor kontravariáns és kovariáns 
koordinátáinak kovariáns deriváltjai nem azonosak. (Lásd még a[8.3.2] alszakaszt.) 

Az u vektor divergenciája az u és a V skaláris szorzata. A (8.25), (8.27a), valamint 
a és képletek felhasználásával kapjuk, hogy 


(8.31) u-V—-V-u— u" ge g =u" dy =u" pup yl a= 
=e" e Swe” =o" (uri ukT pi) - 
8.3.2. Tenzor gradiense és divergenciája görbevonalú KR-ben. Tekintsük a 


T =t"! g Qg; másodrendű tenzort. A tenzor jobboldali gradiensének számítása a (8.24), 
-re vezető lépésekkel történhet: 
tő lépésekkel történhet 


(8.32) T2V= 2 (t g:8g1) | 8g” = 
= [t mm Se @Qitt Bk mIgi +t g. @8i,m| 88” = 
= [t" mek Og tt Ts, gs OB tt gDr A g] 89g” = 
z eee a) 2,822” 
—t" ,g,@g@e”, 
ahol 


(8.33) = ar 


a t* másodrendű tenzor kovariáns deriváltja. A (8.33) vezető átalakítások lépéseivel kap- 
juk, hogy a t*;, tr. vegyes indexes, valamint a tr; kovariáns alaknak rendre 


Em Et pel R tD ts, 
(8.34) tkom tk ml eate tee 





tk: m pe ta—T tks 


a kovariáns deriváltja. 
A T tenzor jobboldali divergenciája a (8.22)2, a (8.32), valamint a (8.33) egybevetése 
alapján a 
(8.35a) T=" ESÉSE at" Be 
e 
5)” 
illetve a bazisvektor elhagyásával és a kovariáns derivált részletezésével a 
(8.35b) "at tl E ÉSI AAA FAŐT 


alakban írható fel. 
Ha egyenesvonalúvá válik az eredetileg görbevonalú (x) KR, akkor állandóak a gy, g! 
bázisvektorok, következésképp eltűnnek a Christoffel szimbólumok. A kovariáns derivá- 


lásokkal kapcsolatos (8.25), (8.30), (8.33) és (8:34) képletek pedig a szokványos parciális 


deriválásokra egyszerűsödnek. 
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Legyen differenciálható a d", gx9g"9g? harmadrendű tenzor. A (8.4), felhasz- 
nálásával ismételve meg a és képletekre vezető gondolatmenetet a 


(8.36a)  (d",g.Og ag") av = 

= (d'p 8.98 Dg’ Im) @Em =A p,m Fk OY QL’ OB m 
eredmény adódik a tenzor jobboldali gradiensére, ahol 
(8.36b) Epc =O yp mt eed pln Gp lpm ets 


lp;m lp,m 


a tenzor kovariáns deriváltja. Nem nehéz meggyőződni arról az eddigiek alapján, hogy a 
a” tenzornak pedig 


ms 


(8.37) sg pet ot) et ET 


a kovariáns deriváltja. 


8.3.3. A metrikus és epszilon tenzorok kovariáns deriváltjai. A metrikus ten- 
zorok kovariáns deriváltjai zérus értékűek: 


(8.38) a” = 05 a” 


im —9, Gktem =O. 


A fenti egyenletek közül csak az elsőt igazoljuk mivel a másik két esetben is hasonlóan kell 
eljárni. Első lépésben felírjuk a (8.33) alapján a kovariáns deriváltat, majd helyettesítjük 


2.232 


esetén, kihasználva a bázisvektorok deriváltjaival kapcsolatos összefüggést a parciális 
deriválásokat : 


(839) a amd a El eG” et e TEE a Ta = 
= ee g Eia eee" og tT ag" =0. 
Ugyancsak zérus értékűek az epszilon tenzorok 
(8.40) ER m = 0, Eklr;m =0 


kovariáns deriváltjai. 

Az alábbiak csak a (8.40), összefüggést igazolják. Legyen az a = apg? és b = bg! 
tetszőleges, de állandó vektor, melyre |a| 4 0, |b| 40 és c = a x b # 0. Mivel állandó az 
a=a,g? és b = bg? vektor zérus a kovariáns derivaltjuk: 


ap:m =Q, bym =0. 


Képezzük, kihasználva, hogy a szorzatderiválás szabálya a kovariáns deriváltak esetén is 
érvényes, a két vektor c" = €?!" a,b, vektoriális szorzatának kovariáns deriváltját. Mivel 
állandó a c vektor, fenn kell állnia a 


r = par = 
Cm = (EP ap ba) sr = 
— c Plr pqr pqr — c PI = 
=E” apba tE” ap;mbg HE” apbazm =E”. mapbg =0 
0 0 


egyenletnek. Az aláhúzott tag csak akkor tűnik el tetszőleges a, és b, esetén, ha 
a =U, 


Ezt kellett igazolni. 
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A (8.38) és összefüggések következménye, hogy nincs hatással a kovariáns deri- 
vált értékére a képletekben megjelenő metrikus, vagy epszilon tenzor. Ha az A másodrendű 
tenzor akkor fennáll például, hogy 


(g a 15) om = 9" Qin 


(8.41a) pi m 
(9 mn a s) sr =JmnG s:r 

és 

(8 41b) (EP drs) ;m =O" Grs;m 


(E kir 4" 5) en = E kr A" aon 
stb., ahol a), és a", az A tenzor kovariáns, illetve kontravariáns-kovariáns koordinátái. 
Vagy pl. a T tenzor jobboldali divergenciája a (8.35b) összefüggés alapján az alábbi 
módon is felírható : 


km k m k m 
(8.41c) t ;m = (t p9” )m=t omi Bi 
8.3.4. Vektormező rotációja. A Laplace operátor. Az u vektor jobboldali u x V 
rotációjára a (8.28) és (8.29) felhasználásával az 
o 
8.42 xV=ug"x = 
(8.42) u ukg’ XD 78 


eredményt kapjuk. 
A Laplace operátort a (8.31) segítségével kapjuk, meg ha ux helyére $ x-t gondolunk, 
ahol 6 egy skalármező: 


(8.43a) Ag=V:-Voz= (e =) : (2) =g'-g*(6.4),:=9" (b,8) 51 


On! On* 
ahol 
(8.43b) ($k) 1= B —Pid,s- 
Ugyanígy mutatható meg, hogy a 
(8.44) Aup =F Wk 
kifejezésben 
(8.45) ga ars 


a Laplace operator, amely működtethető bármilyen tenzorra. 


8.4. A RIEMANN-CHRISTOFFEL-FELE GORBULETI TENZOR 


8.4.1. A derivalasok sorrendje. A Riemann-Christoffel-féle görbületi tenzor fogal- 
mának bevezetéséhez vizsgáljuk meg a kovariáns derivalasok sorrendjében bekövetkező 
változások hatását. Legyen az am a hely függvényében legalább kétszer differenciálható 
vektormező. Vizsgáljuk meg miként számítható a 
(8.46) Dinap = Gm; ap — Um: pq 
különbség, ha elvégezzük a kijelölt deriválásokat. A (8.34); deriválási szabály alkalmazá- 
sával — am:g felel meg t,j-nek — a kisebbítendőre nézve az 


ESEN S S 
Am ;qp = (am;q) eo pp Sag poms 
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eredmény következik. Felcserélve a q és p indexek sorrendjét a kivonandót kapjuk, mellyel 
azonnal számítható a különbség : 


(8.47) Dingp = (am; a) p— (Gm;p) aT pp tea=! mg üs:p = 
- CAP Ta] i oe ee T apte) a 
= (dsg sú) er (as p-r par) = 
Sí a l at TT a T a oi 
Tömör alakban 


(8.48) Cries Up = R apli 
ahol 

l a l DA l s i s 
(8.49) R nap = ony mp One ma leat om bok am 


az ún. Riemann-Christoffel-féle görbületi tenzor. Vegyük észre, hogy B'a formailag egy- 
szer kontravariáns, háromszor kovariáns negyedrendű tenzor. Visszaidézve, hogy a Ch- 
ristoffel szimbólumok a metrikus tenzorból képezhetők — v.ö.: (8.11) —, azonnal adódik a 
következtetés, hogy D független az a; vektormezőtől. Az is kiolvasható a egyen- 
letből, hogy csak akkor cserélhető fel a kovariáns deriválások sorrendje, ha azonosan zérus 
a Riemann-Christoffel tenzor. 

Ha az a; valódi vektor, akkor az am:gp ÉS Gm:pq kovariáns deriváltak valódi tenzorok. 
Mivel két valódi tenzor különbsége ugyancsak valódi tenzor, a baloldala, követke- 
zésképp a jobboldal is valódi tenzor. Ha a (8.49) jobboldala valódi tenzor — ne feledjük, 
hogy az a; valódi vektor —, akkor az R iip Riemann-Christoffel tenzor ugyancsak is való- 
di tenzor. Következőleg követi kontravariáns indexe, és kovariáns indexei tekintetében is 
az (6.3) alatti szabályt. Fenn kell tehát állnia a 


Ox! Ay" Oy” dy” 
8.50 R'a ~ R” —— 
(8.50) map uvw gyz Ax™ Oxd Orr 
egyenletnek. Mivel az (y) kartéziuszi KR-ben a bazisvektorok derivaltjai és igy a Christ- 
offel szimbólumok is azonosan zérusok következik (8.49)-b6l, hogy ‘R%,,,,,, =0. Ez viszont 
a (8.50) szerint azt eredményezi, hogy 
(8.51) Rai: 


Szavakban: A Riemann-Christoffel-féle görbületi tenzor azonosan zérus a háromméretű 
euklideszi térben. A kovariáns deriválások sorrendje pedig felcserélhető. 











8.4.2. A Riemann-Christoffel tenzor tulajdonságai. Az alábbiak a tenzor legfon- 
tosabb tulajdonságait veszik sorra. A tenzor alsóindexes alakja indexsüllyesztéssel adódik 


a (8.49)-ből: 
(6.52) Rape ati = (30, aszt 0) Gal al alg! 
AZ Rimo alkalmas alakra történő transzformaladsa érdekében a 
Og? mp ,1 = Og (Toyda) = a 04) Js +I inp (9 st 09) 
egyenletbe helyettesitjtik a és (8.4) összefüggések felhasználásával adódó 
(Jsi) q = Bs e BLTBS B1, q = Tesi tg, s 
képletet és kifejezzük az eredményből a (T mat g si tenzort: 


(8.53) (Tp On) Da = aT mp tT hp Cont tT gha) 
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A (8.52) összefüggés, valamint a (8.53)-b6l a q és p indexek felcserélésével adódó képlet 
(8.51)-ba helyettesitésével és alkalmas indexsiillyesztéssel az 
Rimap = Og Pimp ,t— Op Ping ,l — 
=L (Teq + Vig, 5) a ay (Tsp, +l p,s) H apl sg 1— he sp1 E 
= q Imp, = Op Ding I +9 i (Drolet NN Ding! ap,t) 


eredményt kapjuk. Az utóbbi egyenlet jobboldalanak első két tagja átalakítható a (8.11) 
képlet segítségével : 








Bares EBBE 
ÖgV pm! 2/10r290xP ðxıðr™ 02902! 
1 | ag ml 07g gl 07g gm | 


1 | PI mi i 3gp te 


Onl gt = 2 





ðxrðxrxı OxPdOx™ OxPdz! 





A kapott képletekkel 


R Imap = 


1 Og tp 
21dx™0xr9 Ox'OxP Ox™Ox? OAx'dx4 


(8.54) 





+g jó ied WE 1 Pata) 


a Riemann-Christoffel tenzor értéke. 
Kiolvasható a (8.54) összefüggésből, hogy 


(8.55) R imap — —R migp ’ Rimap = —Rimpa : 


Ez azt jelenti, hogy a Riemann-Christoffel tenzor ferdeszimmetrikus az első és második 
indexpárja tekintetében. Az indexpárok cseréje viszont nincs hatással a tenzor értékére, 
azaz 


(8.56) E ne 
Ugyancsak a (8.54) közvetlen helyettesítésével ellenőrizhető, hogy 
(8.57) R imap + Ram + Riqmp =0 


A tenzor összesen 81 eleme közül csak 
Rio, R1313, R2323, Ri213, R23 és R3132 


nem azonosan zérus és független. 


8.5. GÖRBE MENTI KOVARIANS DERIVALT 
8.5.1. A derivált értelmezése. Legyen 
(8.58) tegyed es )| 1x tE fti to] t2 >ti 
a szakaszonként sima £ térgörbe egyenlete, ahol t a görbe paramétere. Tekintettel arra, 
hogy ismeretek az y*(x!, x7, x) függvények, azt is mondhatjuk, hogy 
Set) 
az L térgorbe egyenlete az (x) görbevonalú KR-ben. 


A továbbiak az £ térgérbe sima fveire vonatkoznak. 
Legyen 


dr" 


k = — 
(8.59) yea 
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Az r(t) vektor t szerinti deriváltja az £ térgörbe érintője. Az és összefüg- 

gések felhasználásával írható, hogy 
dr dr dr” k 
(8.60) r ra gk. 

Legyen az A= A(x t, x”, x3) differenciálható tenzormező. Az általánosság megszorítás 
nélkül feltételezhetjük, hogy az A tenzor q-adrendű (q > 1) az £ térgörbén (és annak kör- 
nyezetében). Az A tenzormező t paraméter szerinti deriváltja az £ térgörbén, tekintettel 
a (8.59), és képletekre 

dA Adr?” OA OA OA 

d Oa di Oar” — gr?” — |r ® Se" = (ASV) -v 
alakú. Ha q = 1, akkor vektor az A tenzor. Tegyük fel, hogy ez az eset forog fenn, és 
gondoljunk a" g-t az A helyére. A (8.59), és összefüggések felhasználásával, 
az utóbbi képlet esetén a*-t gondolva az u" helyére, adódik, hogy 


da da dx? ða o 
a E De p 
P dt dx? dt ðr?” E (a 8] ° 


=gk (a* „+r Xa’) w= gga 








k p 
pY > 


Ha q = 2, akkor másodrendű tenzor az A. Tételezzük fel, hogy A =a" g,@g). A 
összefüggésre vezető gondolatmenet lépéseivel, ezúttal a (8.32) alapján írható 


ð 
— a" gkg = S T E a") gkg 


ðr? 
képletet és a (8.33)-et használva fel a 
dA ð xi 
(8.62) -u ~" Ja (a g,@g1) = 


= etl. a le) v gkg — a" pU BLOEI 


eredmény következik. 
A (8.61)-ből kiolvasható, hogy a 


da k 
— =a". V 
dt ;p Sk 


paraméter szerinti görbe menti derivált 


Poa = (a* +1 fa’) uP 


(8.63) 


vektorkoordinataja abban különbözik a formailag vektornak vehető 


k k 
(8.64) dat da da? _ ok yP 
dt Ox? dt “a 
derivaltt6l, hogy az utóbbi derivaltban nincs figyelembe véve, hogy £ térgorbe mentén 
nemcsak az a", hanem a gą bazisvektor is változik. 
Bevezetjiik, felhasználva a (8.5.1) és (8.64) képleteket is az értelmezéshez, a t paraméter 
szerinti abszolút, vagy belső derivált fogalmát, melyet vektormezé esetén az 
da” da! pups 
(8.65) Ea = ae Pisa 
egyenlet értelmez. 
Vegyük észre, hogy a fenti definíció akkor is használható, ha az a" vektormezé csak a 
L térgörbén ismert. Ha az A tenzormező nemcsak az L térgörbén, hanem az £ térgörbe 
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környezetében is adott és differenciálható — ez a (8.61) és a (8.62) levezetése során hallga- 


tolagos feltevés volt —, akkor a derivélhat6 az x? szerint és így a (8.65) jobboldala a (8.64) 
s (8.61) egybevetése alapján átalakítható: 


(8.66) 





Másként fogalmazva, ha a differenciálható A tenzormező ismeretes az L térgörbe környe- 
zetében is, akkor a 6(---)/dt operátor a 


ô 

8.67 Ses ep: ), 
(8.67) a ee 
egyenlettel értelmezhető. 

Ha az A másodrendű tenzor csak az £ térgörbén van értelmezve, akkor a (8.65 
definíciónak a (8.62) összefüggésből adódóan a 

a" _ da Ki 

8.68 —— = eT kat uT at 
ama öt dt NETES 
egyenlet az analogonja. 

Könnyen belátható, hogy a (8.67) alatti értelmezés nemcsak vektormezőre, hanem 
bármilyen rendű tenzormezőre is érvényes feltéve, hogy a tenzor nemcsak az £ térgörbén, 
hanem annak környezetében is ismert. Ha zérusrendű a tenzor, azaz skalárról van szó, 


akkor 
ô d 


ot dt’ 
Nem nehéz belátni, hogy a tenzorok abszolút derivaltjaira érvényes a szorzatderivalas 
szabálya. A g™, ő", gą metrikus, valamint az €”? és €,,, epszilon tenzorok abszolút 
derivaltjai zérus értéktiek. 


8.5.2. A térg6rbe geometriájának elemei. A dr ivelemvektor 
(8.69) ds? = (dr)? = dr -dr 


négyzete egyben az elemi fvhossz négyzete is. A ((4.17)2, valamint a összefüggések 
felhasználásával a fenti képletből az 


dr" da! 
— dt? 
dt dt 
eredmény következik. Eszerint az L térgorbe ( hossza integraélassal adódik : 


z k Z 
(8.71) =f Gkl —_ 7 A a= f V gnu" U ldt. 


Ha a t helyett az s ívkoordinátát an az L térgdrbe paraméterének és s(t!) = 0, 
továbbá s > 0 ha t > t!, akkor 


(8.70) ds? = gy dx* dx! = g pı — 


(=s, ha tot . 
A továbbiakban feltételezzük, hogy az s ívkoordináta az £ térgörbe paramétere. A A 
érintőirányú egységvektor tekintettel az (L40) összefüggésre a 
dr dr dr" . dr" 
8.72 A= — — = 
cee) ds da* ds ds ® 
alakban írható, ahol 
dx 


k = —— 
(8.73) = 
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az érintőirányú egységvektor kontravariáns vektor koordinátája. Mivel a A" egységvektor 
dr" dz! 

ds ds | 

Vegyiik észre, hogy az utdbbi egyenlet a képletből is következik, ha dt helyére ds-t 
írunk. 


Ami az abszolút deriváltakkal kapcsolatos (8.65) és (8.68) összefüggéseket illeti a (8.59) 
és (8.73) egybevetése után, ds-t írva a dt helyére a 


(8.74) A-A=Ng,- Agi — gu AA = gy 


(8.75) 





képletek adódnak. Ha az A tenzor az £ térgörbe környezetében is ismert, akkor a 
alapján adódó 
ő 


(8.76) = 


(=P Dip 


derivalasi szabály is alkalmazható. 
Ha az në vektor merőleges a A! érintő egységvektorra, akkor eltűnik a két vektor 
skaláris szorzata : 


(8.77) n-A=gyn*r' =0. 


Az n vektort a görbe normálisának nevezzük. Ilyen végtelen sok van a görbére merőleges 
síkban. 





8.2. ábra. Erintő, normális, binormális 


A (8.74) egyenletben álló kvadratikus tag értéke állandó és egy. Következésképp zérus 
értékű az abszolút deriváltja : 
2 ós 
A (B.77) és (8.78) képletek egybevetése szerint a óA!/ős vektor az £ térgörbe egyik nor- 
málisa. A 6\'/ds normálissal párhuzamos egységvektort pu!-el jelöljük és a 


ON! 


(8.78) Gkl AFA’) = kl ae A =0. 


at ÎN 
(8.79) Eg 





grapp =1, Kk > 0 
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egyenletekkel értelmezzük. A képletekben álló « az £ térgörbe görbülete. Ez pozitív vagy 
zérus. A u! egységvektor pedig az £ térgörbe ún. főnormálisa. 

A térgörbe adott pontjában a A érintő és u főnormális által kifeszített sík a görbe 
simulósíkja. 

A k görbület reciproka az L térgörbe R görbületi sugara: 
(8.80) R=-, R>0. 


Ha a u" és A! merőlegességét kifejező 
(8.81) gu EA =0 
szorzat abszolút derivaltjat képezzük majd az eredménybe helyettesitjiik a 
gup =1 és gy si 
egyenleteket, akkor a 


ô kyl) _ õu” l p Or = 
(882) ggg) =ou (GN) = 


pk ôu! 

= EN kl — x ( AE A) =0 

Jkl F TK ORM HU = GRA (RAF 55 
x —  ] 


grl APAI bk 


képletet kapjuk. Legyen 


ő k 
(8.83) b= E 
Os 
A (882) egyenlet szerint b" és A! merőleges egymásra : 
(8.84) gib" \'=0. 


Vegyük észre, hogy a képletre vezető gondolatmenet a gi" u! = 1 szorzatra is 
alkalmazható. Következésképp fennáll a 
ô l 
(8.85) gru" £ — 0 
S 


egyenlet. Ez azt jelenti, hogy merőlegesek egymásra a u" és óu/ős vektorok. 
A (8.81) és (8:85) képletek felhasználásával azonnal adódik, hogy a b! vektor a u" 
főnormálisra is merőleges. A (8.83) segítségével valóban írható, hogy 
ôu! ôu! 
ga 0! = par (: va) — Kg HN tgan" a =0, 
É 0 


A b! vektorral párhuzamos v egységvektort, mivel mind a A érintő egységvektorra, mind 
pedig a u főnormális egységvektorra merőleges binormdlisnak nevezzük, és a 


(8.86) yp! = eI AP u? 


egyenlettel értelmezzük. Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a AP, u3 és v! vektorok jobbsod- 
ratú triádot alkotnak, hiszen a (8.86) értelmező egyenlet felhasználásával adódik, hogy 


(8.87) yy! = e1 Pty! —1. 


A A érintő, a u főnormális és a v = A x pw binormalis alkotta triddot kísérő triédernek 
szokás nevezni. 
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A (8.86) és a (8.83) egybevetésébél a 


bi = ru! = ae 5 
Os 
vagy atrendezve a 
ô l 
(8.88) E = TU! — KA 


eredményt kapjuk, ahol a r = 0 az L térgorbe torzidja az adott pontban. 

További hasznos összefüggés vezethető le, ha a (8.86) egyenlet abszolút derivaltjat 
képezzük, majd helyettesítjük a és képleteket és kihasználjuk, hogy zérus a 
párhuzamos vektorok vektoriális szorzata : 

ÖV! tpg OX l ôu l l l 
68 = oo 8 Ta = KEPT uP uI HEP Ap (TVga — KAg) = TE P VgXp 
Ha figyelembe vesszük, hogy jobbsodratú triádot alkotnak a v7, A, és u! vektorok a 
e'® v. Ap vektorszorzatra a u! érték adódik. Ezzel 
ov! 
8.89 — =r. 
(8.89) ys H 


A 8.88) és (8.89) képletek az ún. Frenet formulák. 


GYAKORLATOK 


1. Tegyük fel, hogy u* valódi vektor. Igazolja, hogy ekkor valódi másodrendű tenzor 
az u, ı kovariáns derivált. 

2. Tegyük ismét fel, hogy u" valódi vektor. Mutassa meg, hogy ekkor valódi skalár 
az u, k divergencia. 

3. Igazolja, hogy zérus értékűek a ó".,, ÉS 9 r1.m kovariáns deriváltak. 

4. Igazolja a (8.39) egyenlet kapcsán részletezett lépésekkel, hogy EPT.,, = 0. 

5. Mutassa meg, kétféleképpen is, hogy € r..m = 0. 

6. Igazolja, hogy egyenes az r(s) térgörbe, ha tetszőleges s-re zérus a görbülete, azaz 


ha K(s) =0. 
7. Igazolja, hogy sikgorbe az r(s) térgorbe, ha tetszőleges s-re zérus a torzidja, azaz 
ha 7(s) =0. 
8. Az y? tengelyű csavarvonalnak 
(8.90) r= Reosyi,+ Rsin yin +myis , mez 


az egyenlete, amelyben R > 0 állandó, és y a polárszög. Határozza meg a kísérő 
triédert alkotó A, u és v vektorokat! 


9. FEJEZET 


A felületek differencial-geometriajanak alapjai 


9.1. A FELULET GEOMETRIAJA 


9.1.1. Görbevonalú KR a felületen és a felület környezetében. Az (yt, y?, y’) 
kartéziuszi KR-ben egy felület egyenlete kétparaméteres függvény. Az általánosság meg- 
szorítása nélkül feltételezhetjük, hogy a vizsgált sima S felület egy (a+, x”, x3) görbevonalú 
KR x?=0 koordinatafeliilete; az r!, x? görbevonalú koordináták pedig a felület paraméte- 
rei. Az x!, x? koordináták kétdimenziós görbevonalú KR-t, más, gyakori elnevezés szerint 
felületi KR-t alkotnak az S felületen. 

Az x? koordinátavonalak, feltevés sze- 
rint, a felületre merőleges egyenesek, az x’ 
koordináta pedig az © felülettől mért elője- 
les távolság. Az így felépített (x!, ?, x3) gör- 
bevonalú KR-t felületre épített térbeli gör- 
bevonalú KR-nek, vagy a rövidség kedvéért, 
követve az eddigi szóhasználatot egyszerűen 
(xt, x, x3) térbeli görbevonalú KR-nek ne- 
vezzük. 

Az (xt, x°, x3 Æ 0) koordinátájú P tér- 
pontban értelmezett mennyiségeket felülvo- 
nással jelöljük és indexeiket kék színnel szed- 
jük. Az S felületen értelmezett mennyisé- 
gek esetén nem alkalmazunk megkülönböz- 
tető jelölést. Az ún. áthelyező tenzorok ese- 
tén (ezek ui. a P, illetve P ponthoz tartozó 
kétponttenzorok) az segíti majd az olvasót 
a megkülönböztetésben, hogy a P ponthoz 9.1. ábra. Felületre épített KR 
tartozó index kék. 

Leolvasható a D.I} ábráról, hogy az S felület tetszőleges P pontjának r = r(zt, x?) a 
helyvektora. Legyen az az az 5 felület normális egységvektora a P pontban: 








(9.1) az:az—1. 

A P pont helyvektora, tekintettel az x3 koordináta fenti értelemezésére 
(9.2) T(x, a, 2°) =r(2', 2”) +-2%a3(z"', 2?) 

alakú. 


Az r(£1, £2) helyvektor ismeretében a P pontbeli kovariáns bázisvektorok az (40) 
képlet alapján deriválásokkal kaphatók meg: 


Ba ST = r a t2°as a 5 
83 5T 3 = az . 

Vegyük észre, hogy a és (9.3), képletekből adódóan 
(9.4) 8:8; =a -a3 =1, 

99 


(9.3) 
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ahonnan 31" szerinti deriválással 


(9.5a) Esa 83 = a3, a" a3 = 0 
adódik. Ez egyben azt is jelenti, hogy a 
(9.5b) £3, a = a3, a 


vektor merőleges a 83 bazisvektorra. Ha emellett azt is figyelembe vesszük, hogy r ,:a3—0 
(r œ a felület érintősíkjában fekszik, az a normális), akkor kapjuk, hogy 





(9.6) 93a = Ja3 = 83 ' Ba = 83° (rat raz, a) — az: (rat raz, a) =0 
A és képletekből azonnal következik, hogy 

Ju giz 0 
(9.7) (Jel = [8r 8] = | 921 922 0 

0 0 1 


a kovariáns metrikus tenzor szerkezete a P pontban. 

A g" kontravariáns bázisvektorok az (1.25a), Z7) és képletek alapján szá- 
mithatok. Ha egy index 3, akkor a másik két index csak az 1,2 értékeket veheti fel ezért 
kapjuk, hogy 
(9.8a) Ba X Ba = VGo €ap3B = Eap3Ẹ” . 

(A permutációs szimbólum és a Kronecker delta értékkészlete KR független, ezért ese- 
tükben nem alkalmazzuk a felülvonást). Innen 


(9.8b) Bi X Bo = VGo 01238 , 


amelyben a vektorszorzat nyilvánvalóan merőleges az 5 felületre. Következésképp 











1 
(9.9) 8 = —= 8 x8 = À az. 
VGo 
Itt a A egyelőre ismeretlen paraméter. Ugyanakkor, tekintettel a (9.3)2, (9.9) és (9.1) 
összefüggésekre 
ahonnan A — 1, következésképp 
(9.10) B? = g3 = a? = az : 


A g! és g? bazisvektorok a (9.9)-re vezető gondolatmenet ismétlésével és a (9.10) felhasz- 
nálásával adódnak : 





(9.11) Ba X B3 = öt , 

(9.12) g! = a, xg,= = xas, g? = a, xa) = z 
VIo VIo VIo VGo 

Az utóbbi egyenletből, tekintettel a (9.10)-re, azonnal következik, hogy a g! és g? merő- 

leges a g? = az vektorra — az a felület normális egységvektora — és így 





a3 X g1. 





(9.13) 


Ez az eredmény azt jelenti, hogy a kontravariáns metrikus tenzor szerkezete ugyanolyan, 
mint a kovariáns metrikus tenzoré: 

g! gt o 
(9.14) [g = Ig" . g'] = g”! g” 0 

0 0 1 
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A (9.14) összefüggés abból is következik, hogy g* inverze g ,,-nek. 
Az (L25b), (1.272 és (8.15b) összefüggések felhasználásával azonnal adódik, hogy 
a egyenletnek a 








(9.15) E° x B? = Ve eas = EB, 
képlet, a (9.11)-nek pedig a 
(9.16) Bo xg’ = EB, , 
az analogonja. A (9.16)-b6l, megismételve a (9.12)-ra vezető gondolatmenetet, 
1 1 1 1 
(9.17) a= g xg? = —_ g xa’, a’ xg. 





= Sai 
Vii v G 
következik. 

A felület P pontjában az x = 0 helyettesítéssel képezhetők a bázisvektorok és metri- 
kus tenzorok. A kovariáns bázisvektorok és a metrikus tenzor a (9.3)>o,...,(Q.7) képletek 
felhasználásával a 
Bo = Ba (17,0) = aa =T a, 


a gs = 83(T 0) 


933 = 933(x",0) = a33 = 1, 
(9.19) Jo3 = Sza = Sza(T 0) = daz = Aza 5 
Gop = Gop(x",0) = Gag , 

alakban írhatók fel, ahol az a, vektorokat és az aag tenzort rendre a 1 és (9.19) 
összefüggések értelmezik. 

Az aa vektorok az (xt, x”) felületi görbevonalú KR kovariáns bázisvektorai, aag pedig 
a vonatkozó metrikus tenzor. 

A P pontbeli kontravariáns bázisvektorok és metrikus tenzor lokalizálás, illetve a (9.12), 


(9.10), (0.13), (9.14) képletek segítségével kaphatók meg: 














_ 1 1 
B= 8 (27,0) = a = FBX Ba = aa X as 
1 1 
(9.20) B= B (27,0) =a! = Ba XB = TAs Xa 


g” = 8 (r 0) =a" =a; , 


g” = G8 (7,0) =a — 1, 
(9.21) ge =f" Ha =a", 
99 ag" (£70) =a”. 
Itt 
(9.22) Qo = Jo = Go(x7,0) . 


A kontravariáns bazisvektorok a (35), szerint, kihasználva a (9.18)2-t és a ((9.21)1-et, 
indexemeléssel is számíthatók : 


3 3 31 33 
a g g &ı54 a3 = az, 


a® = g* = gg) = gg, =a™ay. 








(9.23) 








Az a" vektorok az (xt, x°) felületi gdrbevonali KR kontravariáns bazisvektorai, a"? 
pedig a vonatkozó kontravariáns metrikus tenzor. 
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AZ dog és az af" metrikus tenzorok kielégítik a (2.11) egyenlet analogonjat: 
(9.24) aapa”! = 5," . 

A felületi epszilon tenzort, felhasználva az b), (8.15alb) és összefüggése- 
ket, valamint a permutációs szimbólum szakaszban adott értelmezését az 


Ea8 = €aps = Eap3 (17,0) = Vac Cags ; 


9.25 
( ) e2b3 ; 





1 
ceb = e083 = 953 TT 0) = 
( ? ) Vas 


egyenletek definiálják, ahol 


(9.26) a" = 9° = g°(x7,0) . 
Mivel 
(9.27) Eag = Eap3 5 et — 283 


fennállnak az 








Eq E22 gt a 0 g 


(9.28) jú n 
E12/ Vao = Eva = 1, E21/ Väo =e Va? = —1 
egyenletek. 
A 
T T N , 
(9.29) r À Z 
Epe t = Og,  Eape = 


összefüggések az (1.29), (1.30alb) képletek felületi analogonjai. Könnyen belátható a (9.29), 
összefüggés felhasználásával, hogy a felületen tekintett b,? másodrendű tenzorok] deter- 
minánsa a 


1 
(9.30) bp] = se FE aud, bat 


módon számítható. 
A felületi koordinátarendszer bázisvektorait illetően, tekintettel a (9.8al), (9.15), (2.11), 
9.16) egyenletekre, valamint a felületi epszilon tenzor (9.25) alatti értelmezésére, az 


aa X az = €a83a? = capa? 
(9.31) 5 
a" x a? = eP3a, = efa; 


eo B 3 
aa X a3 = Eq38a = Eßaa 
(9.32) a 3 a38 Ba 
a xa =E ag 5E az 
összefüggések állnak fenn. 
9.1.2. Christoffel szimbólumok. A gr; metrikus tenzor szerkezetéből — v.ö. : (9.7) — 
következik, hogy 
(9.33) Gime = 0. 


A (9.33) képlet kihasználásával a (8.9), (8.4), illetve (8.11) dsszefiiggésekb6l az alábbi 
egyenletek adódnak a Christoffel szimbólumok számítására : 


(9.34) 133. D373 P73,3 0 , 











TA b,’ tenzor az ún. görbületi tenzor, melyet csak később a (9.45)2 összefüggéssel értelmezünk. 
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= s 1 = 
[I a8.3 = 60,8 ' 83 = 9 Jop,3 = haale, T z”) ’ 
_ o p 1 o o 

(9.35) P3a,8 = $3,.0° 88 = 7 GaB,3 = —hog(z’, r?°, g7) , 


2 





= 1 
Fiku = 2 (Trun + Iru, à — Jk u) ; 


A hag mennyiséget a (9:35), egyenlet értelmezi. 

Az elvben tizennyolc különböző elsőfajú Christoffel szimbólum közül az az öt, melynek 
indexei között a hármas legalább kétszer fordul elő — v.ö.: — azonosan zérus. A 
másodfajú Christoffel szimbólumok a képlet baloldala segítségével határozhatók meg. 
A számítások során vegyük figyelembe, hogy a és egybevetése alapján 








(9.36) 30°83 =0, 
és hogy 
(9.37) 83,3 =a33=0, 
hiszen a g3 = az vektor független az r?-tól. Nem részletezve az egyszerű átalakításokat a 
(9.38) D33 = Dgr = Dis =0, 

Dis = Bap E’ ——B a Ba; 
(9.39) Dia = 83,0 g” = —B a g’ , 

D= Bap B 


eredmény adódik, ahol a (9.39); 2 esetén megfelelő indexcserékkel helyettesítettük a (8.10)- 
et is. 

A másodfajú Christoffel szimbólumok indexemeléssel is előállíthatók, ha az elsőfajú 
Christoffel szimbólumok ismertek. Valóban a (8.7) képletbe helyettesítve a (9.34)-et és 
kihasználva, hogy a g*! speciális szerkezetű — v.ö. :(9.13) — azonnal megkapjuk (9.38)-at. 
Ugyanilyen módon, a felhasználásával, és az eredmény (9.39)-el történő egybeveté- 
sével ellenőrizhető, hogy 


ie = Lagg” = hag = Eag E? y 
(9.40) Ps, = Lsa, = hag” = -ho = Bsa E" , 
ris = T3aeg = Ba,8 gn 


Hasonlóan az elsőfajú Christoffel szimbólumokhoz, azok a másodfajú Christoffel szimbó- 
lumok, melyek indexei között a hármas szám kétszer fordul elő zérus értékűek. 


A 
Ja3 = Ba" B3 = 0 
kifejezés xf szerinti deriválásával a 





Sa,8°S3+8a° 83,6 =0 


eredmény következik, ahonnan a (9.10) és a 8. = Jag” képlet helyettesítése után, tekin- 
tettel a (9.40) -re, és a (9.40)>-re, a 

(9.41) Poet Gag! oe = hag = gl Bit =0 

összefüggést kapjuk. 


A Christoffel szimbólumok felületen vett értékei lokalizálással kaphatók meg a (9.34), 
9.39), (9.38) és képletekből: 


Elsőfajú Christoffel szimbólumok: 
(9.42) 1D339—1373—1733—0, 
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Iag, ne Go8,3|43—0 = ga, 8: 83 = Aa,g*° a3 = hag(£7,0) = bag ; 


(9.43) D3a,6 = Gof ,3\n3—0 = $3,a° 88 = 93 a "48 = —hogp(£7,0) = —bag , 


Peay FF 2 (Iau, Iru A Gain) = 2 ( Nuk F Anp,r — akan) . 





Másodfajú Christoffel szimbólumok: 
(9.44) P33 = Isy = Tés =0, 


Tés = hag(z70) = bap = Bop E? = —8' a "88 = Aag a ——a ,-ag, 
(9.45) ry, = — h,” (27,0) = —b," = gza:g" = B" 83 = a3,:a" =a" az, 
ris Ez Psa (7 09" Ge" 0) = Pg ,(z7,0) = $a,B gy = aq,8 cal. 





Az S felület bag görbületi tenzorát a (9.43), vagy a (9.43). egyenlet értelmezi AA 
b” „ a görbületi tenzor vegyes indexes alakja. Vegyük észre, hogy bag szimmetrikus az a 
és B indexekre nézve. A [9.1.3] szakaszban megmutatjuk majd, hogy valódi felületi tenzor 
az S felületen értelmezett görbületi tenzor. 

A (3.45)? képletből következik, hogy 


(9.46) D348) = —b" 8 = 83,0 = A3 a - 

A (3.40), és a egybevetése alapján 

(9.47) Ea = fatal} g = (6,” —2°b,”) gy = (6,” —2°D,”) a, . 
Legyen 

(9.48) Ja” = f” — Tb . 


Ennek az összefüggésnek a felhasználásával a átírható a 

(9.49) Ba = Ja Sv = Ja Av 

alakba. A fenti képlet a P pontbeli g, = a, bázisvektorokat, azaz az (xt, x°) felületi 
KR bázisvektorait transzformálja a P pontbeli g, bázisvektorokká. Ezek az x? = állandó 
felületen tekintett bázisvektorok. 


Vegyük észre, hogy a gą,” tenzor v indexe az 1? = 0 koordinátafelülethez tartozó, vagy 
ami ugyanez, az (xt, x”) felületi KR-ben tekintett tenzorindex. 


9.1.3. Felületi tenzorok. Legyenek £! és £? új görbevonalú koordináták az S' felüle- 
ten: 


(9.50a) E = E° (xt, r’). 
Legyen továbbá 
(9.50b) Pcr. 
Fel fogjuk tételezni, hogy kölcsönösen egyértelmű a (9.50a) függvénykapcsolat, azaz 
0£2 
9.51 Jez—1— 170. 








A (E1, €, £3) és (x1, x”, x3) felületre épített görbevonalú KR-eket a[9.2] ábra szemlélteti. 


2A görbületi szó, mint jelző geometriai hátterét a D.2-2] alszakaszban tekintjük át. 


9. A felületek differencidl-geometridjanak alapjai 105 


Ha valamely 


Ijmnr __ lt amnr 2 jkl —_ jkl 
d Pq d eo) és d’ uv d’ w(77 0) 
tenzorok 
‘d ar (€7) = ‘d aa (€7,0) és do" la) = d 4(x,0) 
részei (altenzorai) követik a koordináta transzformáció során, összhangban az (5.3) kép- 
lettel, a 











02" Ox? OEY 
9.52 4983 (29) ='d"® (E aes 
( a) salt ) v3(§ og OEP Ox? 
vagy ami ugyanaz a fenti szabály megfordítását jelentő 

OE” OL? 027 
9.52b d 4(€7) = dg (27) 
( ) v3(& ) a3 (2 ar 07? OEY 


transzformációs törvényt, akkor a vonatkozó 
GO) ee a) 
altenzorok ugyanazon felületi tenzorok. Másként fogalmazva a fenti altenzorok, valódi 
felületi tenzorok. 
A felületen értelmezett mennyiségékre fordítva továbbiakban a figyelmet úgy is fogal- 
mazhatunk (9.52alb) alapján, hogy 
nT (E) és h (a) 


ugyanaz a kétszer kontravariáns, egyszer kovariáns felületi tenzor, ha a 











Ox Ox? OET 
aB (mV) —IhTP (E7 
(9.53a) h „(z ) h ae ) 37 OgP On 
vagy ami ezzel ekvivalens, ha a 
OE" OEP Ox” 
DTP (EY) — heb (my oe 
(9.53b) h a(S ) h „(z£ hona 03? 0£9 


egyenletek teljesülnek. 
Kimutatható, hogy a 
da8—aag és gP =a 
metrikus tenzorok, együtt a 6°, 6°, Kronecker szimbólummal a felületi KR egységtenzo- 
rai. A (0.25) képletekkel értelmezett felületi epszilon tenzorok ugyancsak valódi másod- 
rendű tenzorok. 

Az alábbiakban megmutatjuk, hogy a bag görbületi tenzor is valódi másodrendű felületi 
tenzor. Az átalakítások során szükség lesz a (€1, £?) és (x!, x) felületi görbevonalú KR-ek 
bázisvektorai között fennálló transzformációs képletekre. Szem előtt tartva, hogy 
képletek csak annyiban változnak a (€1, €?,€3) KR-ben, hogy €-t kell írni x helyére, 
továbbá kihasználva, hogy 

les — r? =0 
az S felületen írhatjuk, hogy 
, _ ðr Or On” ör" 
88 — 9¢8~ prr oee OEP Br 
Következik a (£1, €?, £) KR értelmezéséből — v.ö.: ábra, illetve a jelen szakasz első 
bekezdése —, hogy 


(9.55) 'g, = 8? = ag. 


(9.54) 
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9.2. ábra. KR-ek a felületen 


A (9.48) összefüggés alapján, kihasználva a (9.55)-et is, kapjuk, hogy 


/ ð, / ð, 
bag = ae 58 nBg = gea 88 "83 


a görbületi tenzor a (1, £?) felületi KR-ben. A (9.54) transzformációs képlet helyettesítése 
és a szorzatderiválás szabályának alkalmazása után innen a 


Of on" Orff Ə o?r" 
"b = "b = —__ — Br š — ——— — gk 2 0. B et 
eredmény következik. Utóbbi képlet tovább alakítható, ha 


— figyelembe vesszük, hogy a g, vektor merőleges a g3 vektorra és 
— kihasználjuk, hogy 





ð 2 027 
OEL Ox? OEX’ 
tovabba, ha 
— a (9.43) egyenlet alapján felismerjük, hogy megjelenik a képletben a b,,: 
— Ox” Ox? f 8 _ Ox" Ox? 
Ba age dee 077 Sk 83 = aes age KO: 

Összevetve ezt az összefüggést a (9.53b) transzformációs képlettel azonnal adódik a kö- 
vetkeztetés, hogy a bag görbületi tenzor valódi felületi tenzor. 


Mivel valódi tenzorok lineáris kombinációja is valódi tenzor a (9.49) képlettel értelme- 
zett u," tenzor is valódi tenzor. 


9.2. A FELÜLET BELSŐ GEOMETRIÁJA 


9.2.1. Meusnier tétele. Az S felületen vett ívelem vektornak nincs g3 irányú össze- 
tevője: 


(9.56) dr = gadz| = a, dr" . 
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A 


ds? = dr -dr = gadr" - ggdx® = gagdx"dx" = 


9.57 
ce = gy da'da! 3 2g12dr! dx? + goodx*dx? 





ivelem négyzet az © felület első alapformdja. A Gauss által bevezetett klasszikus 
91-an— A, g2=a2=B8, 922 = a22 = C 
jelölésekkel a fenti egyenlet a 
dr -dr = Adz'dx'+ 2Bda'dz? + Cda?dx? 


alakba írható át. 
A (9.43). képletből következik, hogy 


(9.58a) S30 = —bagg’ 
azaz, hogy 
(9.58b) dg3 = g3 adz” = —basg"dz" 


A (9.56) és (9.58b) egyenletek skaláris szorzatát képezve az S felület második alapformd- 
jához jutunk: 


dg; -dr = —basg"dx" -g dr? = — bpd" dz*dz? = —bagdx*dx? 


9.59 
( ) = —budxridr! — 2b,;.da'dx? — bədr? dr? 





A Gauss által bevezetett 
by, =D, b= D', az = D” 
jelölésekkel 
dg: dr = Dda'dx'!+2D'dx'da? + D"dr’dz? 
a második alapforma alakja. 


A ábra olyan felületi görbéket szemléltet, ezeket rendre h, és h jelöli, melyeknek 
a P pontban közös érintőjük van. Vegyük észre, hogy a ho görbe 


az | x3 

















9.3. ábra. Osszefiiggés görbületek között 
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az S felület egy normálmetszete, mivel a h, görbét kimetsző N, síknak a P pontbeli felületi 
normális, az £? koordinátavonal az egyik tartóegyenese. A h görbe úgy származtatható 
például, hogy az N, síkot elforgatjuk a ho görbe P pontbeli érintője körül, és az elforgatott 
sík, ezt N jelöli, valamint az S felület metszésvonalát tekintjük. 

A következőkben azt a kérdést vizsgáljuk, hogy van-e valamilyen kapcsolat a ho és h 
görbék P pontbeli görbületei között. 

Legyen 1" = x°(s) a h görbe egyenlete, ahol s az ívkoordináta. A h görbe érintője a 


dr Or dx? = dx? 











A=. — = — — =— ga 
ek ds Ox® ds ds h 
képletből számítható, azaz 
dx? 
9.60 AT — v=0. 
( ) ds 7 


A A? koordináta (összetevő) eltűnése azt a nyilvánvaló geometriai tényt fejezi ki, hogy a A 
érintő egységvektor az S felület érintősíkjában fekszik és így nincs a felület normálisával 
párhuzamos összetevője. 

A h görbe görbülete a képlet alapján számítható : 


ÔA 

~ 5K, K = 0 ’ 

Os 
ahol k a görbület, a u normális pedig a görbe simuldésikjaban, ez most az N sik, fekszik. 
A és (8.25) képletek felhasználásával, az utóbbi esetben \*-t gondolva u" helyére, 


a fenti egyenlet átalakítható: 
ôA" k k k yr 
K = Bk = WA Se = AP A + THA] Se = 
=A" [AW FTE] ge tA" [AP rA] gs - 
A következő lépésben használjuk ki a (9.60). a (9.45), összefüggéseket : 
(9.61) K p =X" [AX FT EX" Sc + brà" gs . 


A (9.61)-re vezető gondolatmenet a ho görbe esetére is érvényes. Az eredményt ille- 
tően figyelembe kell venni, hogy a u, vektornak nincs az © felület érintésikjaban fekvő 
összetevője. Következésképp 


(9.62) Ko Ho = brp” A’ B3 . 
A (9.61)-be történő helyettesitésével a 

ku = AP [A + EN] Sy + Ko Ho 
képlet adódik. Végigszorozva ezt az egyenletet u-val a 


(9.63) K cos Ú = Ko = állandó 


eredményt kapjuk. Szavakban: mindazon felületi görbékre nézve, melyeknek közös az érin- 
tőjük a P pontban a « cos mennyiség invariáns azaz állandó értékű. Ez Meusnier tétele. 


A h és h, görbék 


1 1 
K= 7, Ko = — 
R Ro 


egyenletekkel értelmezett görbületi sugarait felhasználva (9.63)-ból az 


(9.09 
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összefüggés következik. Az utóbbi képlet szerint R egy R, átfogójú derékszögű háromszög 
Ú szög melletti befogója. 

Az S felület P pontbeli g3 = a3 normálisára, mint tartóegyenesre illeszkedő N,, NI 
siksor a ho, hó görbéket metszi ki az S felületből. A hə, hó, stb. normálmetszetekhez 
tartozó K(n) előjeles görbületet a (9.62)egyenlet az—al való skaláris átszorzásával kapott 


065) 


egyenlet értelmezi, ahol A a normálmetszetet meghatározó egységvektor (annak érintő 
vektora), továbbá 


— akKkm—kKko ha p,-83 = H'a >O 
és 

— a Km ——kKo ha 4, 83— 4oraz <0. 
A [9.4] ábrán vázolt esetben u, -az <0. 


9.2.2. Görbületi tenzor. A (9.65) képlet szerint a normál metszet Kn) előjeles gör- 
bülete, vagy ami ugyanaz az S felület görbülete a normál metszetben, a P pontbeli érintő 
egységvektor és a görbületi tenzor kétszeres skaláris szorzata. Ez az a körülmény ami miatt 
a bag tenzort görbületi tenzornak nevezik. 

Az S felület Rn) előjeles görbületi sugarát a felület ho normal metszetében az 


(9.66) 1/ Rn) =e = —brp A" A’ 


egyenlet értelmezi. A negatív előjelnek az a magyarázata, hogy az © felület ho normál 
metszetében akkor tekintjük [pozitívnak] {negatívnak} a görbületi sugarat, ha a felület 
g3 = az normálisa a görbületi [k6zéppontdl el|{kézéppont felé} mutat. 














9.4. ábra. A felület normálisa körül forgatott síkok és a felület metszetei 


Az S felület P pontjában a kn) előjeles görbület folytonosan változik, ahogy az No 
síkot forgatjuk a felület normálisa körül (kivéve, ha az S felület gömb, vagy sík a P pont 
környezetében). Ugy is fogalmazhatunk, hogy az előjeles görbület folytonosan változik, 
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amikor az érintő egységvektor forog a P ponthoz illesztett érintősíkban. Felmerül tehát a 
kérdés, hogy melyik az a A" irány, amelyre nézve szélsőértéke van a normálgörbületnek a 


(9.67) InpA”N? = ap ATP =1 


mellékfeltétel fennállása esetén. A kérdés megválaszolása, amint az a kitűnik majd a követ- 
kező gondolatmenetből, a görbületi tenzor sajátérték feladatára vezet. Ezt azért részletez- 
zük a[6.2] szakasz eredményeire történő részletes hivatkozás helyett, mivel (a) a görbületi 
tenzor mindössze kétméretű tenzor (b) a gondolatmenet variációs megfontoláson alapul 
(c) a gondolatmenet megadása önmagában teszi olvashatóvá, a jelen fejezetet. 

Legyen a x egyelőre határozatlan Lagrange-féle multiplikátor. A felvetett geometriai 
probléma az 


(9.68) FO, x) = baprA°r” — x(daprA°r? — 1) 
funkcionál szélséértékének meghatározásával ekvivalens. A 

OF 
ae 
szélsdértékfeltétel homogén linearis ER a Ag számítására. Trividlistol különböző megoldás 


feltétele — ilyen megoldás a mellékfeltétel miatt kell, hogy létezzen — a ER 


determinánsának eltűnése: 


(9.69) = (bap — Xdap)r” = (bx” xs 


bpd. Oy | 
(9.70) | bal peAa 0. 
Legyen 
(9.71) 





A determináns kifejtésével a 


(9.72) 





másodfokú egyenlet adódik a xv Lagrange-féle multiplikátor számítására. A x multiplikátor 
a egyenlet A°-val történő végigszorzásával és a mellékfeltétel kihasználásával 
kapott 


(9.73) bag AA — Yaar? = bag AAP — x = b PA Ag- x= 0 
egyenlet szerint, tekintettel a (9.65)-re, a keresett normálmetszetbeli görbület. 


A (9.72); egyenlet Xa) és X) gyökei a főgörbületek. A gyökök és együtthatók közötti 
összefüggések szerint 


(9.74) Xa) +X(2) = ZH, Xx =K, 


ahol H a kézépgorbiilet, mig K, az tn. Gauss-féle görbület, a két f6gdrbiilet szorzata. 
Ha a (9.72), egyenlet gyökei különböznek egymástól, akkor csak egy megoldása van a 
vizsgált geometriai problémának. 
A vonatkozó Ay és Az vektorok a bag görbületi tenzor főirányait, vagy ami ugyanaz, a 
felület egymásra kölcsönösen merőleges főmetszeteit jelölik ki. Valóban, ha a xa) és X(2) 
(9.69)-be történő helyettesítésével kapott 


bag AÊ = aag AÊ 
BAN Xa) Bay 


(9.75) 
ba AB = Qa AP 
Boy X(2) PA 
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egyenleteket rendre végigszorozzuk 
A? és A "-val 
(2) (2) 


majd pedig a két egyenlet különbségét képezzük — kihasználva eközben, hogy a görbületi 
és metrikus tenzorok egyaránt szimmetrikusak —, akkor a 


9.76 = aag AS AÊ = = A” Aa =0 
(9.76) (xa) =X) aes (xq) xa) A S 


eredményre jutunk, ami világosan mutatja, hogy a főirányok kölcsönösen merőlegesek 
egymásra. 

Könnyen igazolható, ismét kihasználva a görbületi és metrikus tenzorok szimmetriáját, 
hogy a (9.72), egyenlet gyökei valósak. 

A egyenletből adódik, hogy 


a főgörbületi sugarak. 
A (9.69) egyenlet alapján könnyen belátható, hogy a főgörbületi sugarak a 
(9.78) |ó + Rinyby?| = 0 


egyenlet megoldásai. 
A főirányokat mindenütt érintő felületi görbéket görbületi vonalaknak szokás nevezni. 
Sík és gömbfelületen bármilyen felületi görbe görbületi vonal. 
Legyenek különbözőek a xa) és X(2) gyökök különbözőek. Legyen továbbá €1,€? a 
görbületi vonalak által alkotott felületi KR. Ebben a KR-ben 


(9.79) XL A ‘an és A= o ‘ay, 
ahol az ‘a, és ‘a, vektorok eldjelét úgy szokás megválasztani, hogy együtt az ‘a, = az 
vektorral jobbsodratú KR-t alkossanak. A görbületi vonalak ortogonalitadsa miatt 
A egyenlet alapján írható 
(‘bag — X(1) aug) i =0. 


összefüggést végigszorozva aom kihasználva továbbá a (9.79) és (0.80) összefüggéseket, 
1 

a fenti képletből a 

(9.81) bb =O 


eredmény adódik, mivel a görbületi tenzor szimmetrikus. 


A (9.80) és (9.81) együttes fennállása esetén a 
€! = állandó és ¿= állandó 


koordinátavonalak görbületi vonalak. 
Tekintettel a (9.24) és (9.80) képletekre a görbületi vonalak KR-ében 


Te 2 1 112 À 122 1 1 12 
ahonnan 


(9.82) =o = 0. 
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hiszen szimmetrikus a felületi metrikus tenzor. Ami a görbületi tenzor vegyes indexes 


alakját illeti a (0.81) és (0.82) felhasználásával adódik, hogy 


(9.83a) by = ga + Dea = 
Hasonlóan mutatható ki, hogy 
(9.83b) b. —0. 
A (9.73), (9.79), (9.83alb) kihasználásával a 
9.84a — b PASTA eth TAVA HD AZIA — 1b.! 
poe x) O°  * @ @ 2? @ a 7 


Ugyanígy mutatható ki, hogy 
(9.84b) X(2) = 10457 jé 
A (3.83alb), @.84alb) és (9.66) egybevetéséből : 


for o," = | be D | _ | Xw 0 E | Re ai 


0 by 





a görbületi tenzor vegyes indexes alakjának szerkezete a görbületi vonalak KR-ében. 


Ha 
1 
(9.86) K = Xa) X(2 


1 
= —— =|b *|>0, 
Ray Re) Pl 


azaz pozitív a Gauss-féle görbület, akkor a P pontban azonos a főgörbületek, illetve a gör- 
bületi sugarak előjele (mindkét főgörbület negatív, vagy pozitív, illetve mindkét görbületi 
sugár pozitív, vagy negatív). 
A 
K=0 
esetben — egymástól eltérő főgörbületeket tételezve fel — az egyik főgörbület zérus. A 
vonatkozó főgörbületi sugár pedig végtelen. A másik főgörbület mind pozitív, mind pedig 
negatív előjelű lehet. 
A 
K<0 
esetben a főgörbületek, illetve a főgörbületi sugarak különböző előjelűek. 
A fentiekből következik, hogy a zérus görbületű irányokat megadó 


(9.87) K = bagA TA" — b PAg = 0 
egyenletnek az irányt kijelölő A" vektorra vonatkozóan 


valósak és különbözőek K<0 


valósak és egybeesnek a gyökei, ha K=0 
konjugált komplexek K>0 





Másként fogalmazva a P pontban és a P elemi környezetében a felület A?" zérus főgörbületi 
iránya által kijelölt {normálmetszetei }|normálmetszeteļ 


( két egyenest alkotnak, h K <0}. 
| egy egyenes, è K=0]. 


A K 50 esetben a P pont környezetében minden normalmetszetben azonos előjelű és 
zérustól különböző a görbület és így nem létezik egyenes normálmetszet. 
A (9.87)-b6l adódó irányokat aszimptotikus irányoknak szokás nevezni. 
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Ismeretes a geometridbol, hogy az ellipszoid gérbiiletei azonos előjelűek. Egy para- 
bola esetén a parabola tengelyére és a parabola síkjára merőlegesen történő eltolásával 
generált hengerfeliilet alkotói mentén zérus a görbület. A hiperbolikus paraboloid, az tn. 
nyeregfeliilet, görbületei pedig különbözőek lehetnek eléjeliikben. 








9.5. ábra. Elliptikus, parabolikus és hiperbolikus pontok a felületen 


A fentiek alapján azt mondjuk, hogy a felület 


elliptikus K 5 0 (nincs aszimptotikus irány). 
P pontja parabolikus pont, ha K —0 (egy aszimptotikus irány). 


hiperbolikus K <0 (két aszimptotikus irány). 





A [D.5] ábra az S felület egy-egy elliptikus, parabolikus és hiperbolikus pontját szemlélteti. 
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9.3. KOVARIANS DERIVALAS A FELULETEN 


9.3.1. Felületi menti és felületi kovariáns derivált. Legyen ū = u(z', x7, x?) az 
S felületre épített térbeli görbevonalú KR-ben értelmezett vektormezé. Az Uü vektormezé 
5 felületen történő változását az x“ felületi változók szerint vett derivált tükrözi. 

A kontravariáns koordinátákkal (összetevőkkel) felírt 


(9.88) u = (27,0) = u*g,+ ug; = u*a, + uaz 
felbontásból kiindulva, a (8.25) összefüggésre gondolatmenet megismétlésével, továbbá 


a (0.42), képletek felhasználásával az u vektormező x“ szerinti parciális deriváltjá- 
nak számítására az 


(9.89) ü(T7,0)22 = U, a = U" jaar FU aaz 
összefüggést kapjuk, ahol 

(9.90) Ua =U" a =U" tT gu Tru? =u" +e ut ba U’ 
és 

(9.91) Wa =i = 3 tT gu? =u a + bagu” 


A és képletek egy jelölésbeli aee agoda is tükröznek. A rövid függőleges 
vonal után álló görög index ui. azt kívánja hangsúlyozni, hogy itt az S felületen és felületi 
paraméterek szerint történik a kovariáns deriválás. Ezért ezt a deriváltat felületi menti 
kovariáns deriváltnak nevezzük. 


Hasonló módon, a (8.29), (8.30), (9.42) és (9.43) felhasználásával képezhetjük az u 


vektormező ua kovariáns összetevőkkel felírt 


(9.92) ü(z7 0) = Uag“ + uzg? = uaa + uza’? 

alakjának deriváltját az 5 felületen: 

(9.93) W(27,0)0o = Ua = Upjaa + U33 ; 

ahol 

(9.94) Unjo = Una = Un l antr — To Ug = Ug, a — opt — borts 
és 

(9.95) U3la = U3: a = U3, a — Disip = U3 4 bd." Uy 


ismét felület menti kovariáns deriváltak. 


A (9.90), (2.91), (9.94) és (9.95) deriváltak jobboldalán álló utolsó tag, tekintettel a 
görbületi tenzor (9.45) alatti értelmezése alapján írható 


(9.96a) bop ——£? a ' B6 = —a" as 
és 
(9.96b) b." = =g" ac g" = a’ rat 


képletekre, a vonatkozó összetevők S felületre merőleges változásának hatását fejezi ki. 

A (2.90), (2.91), és képletek fennmaradó része a felület érintősíkjában 
fekvő összetevők felület menti változását jeleníti meg. Mivel az u? és u3 koordináták, 
vagy összetevők esetén ez az x“ szerinti parciális derivált, úgy is fogalmazhatunk, hogy a 
felület menti változások szempontjából ezek az mennyiségek skalárként, azaz zérusrendű 
tenzorként viselkednek. 

A (@.90)-re és a (9.94)-re vezető gondolatmenet megismétlésével az u vektor felület 
érintősíkjában fekvő összetevőjének z“ szerinti deriváltjára, kihasználva azt, hogy így az 


u? = us 
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koordináta összetevő zérusnak tekintett — az 

[u*(x7,0)g,.(27,0)0o| = (una) a = U” Jaak ’ 
illetve az 

[ti,.(x7,0)8"(27,0)0q] = (uxa") a z Ullaa" 


eredmény adódik, ahol 


(9.97) Uja =U" ataru" 


és 
(9.98) Uka = Uk,a T I kaur 


rendre az u*(x7,0) = u*(a7) kontravariáns és az U,(x7,0) = u,(x7) kovariáns altenzorok 
(vagy az előzőek szerint értelmezett elsőrendű felületi tenzorok, illetve felületi vektorok) 
ún. felületi kovariáns deriváltja. 

Amint az fentebb jól látható, a felületi kovariáns deriváltat két rövid párhuzamos 
függőleges vonal után álló görög index jelöli. 

Nyilvánvaló, hogy a felületi kovariáns derivált nem tükrözi a felületre merőleges irány- 
ban bekövetkező változásokat. Az S felületre merőleges változások hatása — az a“ és ag 
bázisvektorok megváltozásának van z? irányú összetevője — a (9.91) és a képletek- 
ben jelenik meg, ha ott az 

u? = uz =0 
helyettesítéssel élünk: 
(9.99) u’, a = bagu Usa = baup. 


Vegyük észre, hogy az § felület (xt, £?) kétméretű terében érvényes és 
képletek a háromméretű térben érvényes (8.25) és (8.30) képletek analogonjai, mivel a 


kok, l>a és ST 


betticserékkel azonnal megkaphatok a (8.25) és (8.30) képletekbdl. 

A és (9.90), valamint a és egybevetéséb6l következik, hogy 
u = us a — bu? ; 
(9.100) 


Ura = Uka 7 D3 : 


Az § felületre épített (xt, x”, x3) görbevonalú KR-ben az u(z', x”, x’) vektormező az 
x? koordinátavonal mentén is változik. Az S' felületen az 
(9.101) (1103) [3-0 = ū 3|z3=0 


derivált jellemzi a változást. A (9.90), (9.91) és (9.92), valamint a (9.93), (9.94) és (9.95)-ra 


vezető gondolatmenet megismétlésével az 
ū 313—0 = (ask + wu. 383) [13-0 = U".3ax + u”. 383 5 
(9.102) úg a 
uw = ud, l 
valamint az 
Ü, 3|z3=0 = (üp: 38" + U3, 38°) [23-0 = Up, 3a" + Uz, 38° , 
(9.103) Unis = Un 3- Thüs, 


Uses — Ug 3 
képleteket kapjuk a (9.101) alatti derivált számítására. 


116 9.3. Kovaridns derivalas a felületen 


A továbbiakban magasabbrendű tenzorokra altalanositjuk az eddigi eredményeket. 
Legyen a re x, x°) differenciálható harmadrendű tenzor. Az Ş felületen tekintve 
a tenzor változását a 
dy 0) = dy 
értékek viselkedését kell vizsgálni. A (8.36b) deriválási képlet alapján a 
(9.104) d” po = dipo = dip, o tr hd p T Ad" p T di 
egyenlettel értelmezzük a d'y tenzor felület menti kovariáns deriváltját. Ha a d'y tenzor 


valódi tenzor a háromméretű euklideszi térben, akkor a 
K 3 K 3 
dira Oya d" 3g 5 ++ +733 


altenzorok rendre harmad-, masod-, első-, illetve zérusrendti felületi tenzorok, hiszen va- 
lamennyien követik a (9.52alb) transzformációs törvényt. A fenti altenzorok felület menti 
kovariáns deriváltjai, kihasználva a (9.104), illetve a görbületi tenzorral kapcsolatos 
és képleteket, a 


dyno = xmp 
(9.105a) = dhyn, pt Tod yn + ae xq = ce = eure = Le ro = ar aa = 





= d” yr, pt Tod yn = VA on = Dl Se z bd? a NN badge NN brod" ys ’ 
3 _ 43 = 
d At|p d Amp 
(9.105b) = @ xe p F a xe F DE se ~~ De ox Th Po an g ar o T Dolg = 


m dyn, p Die an T a xe + bood yr >= by sr z Dap ys , 
d" gre = p 
(9.105c) = d" 3r, pt Piod 3r + cd gi T PS on T L ae m I prd" ga =I d" 33 = 


pr 
= dsr, pt Diod ar NN rat 36 ~~ bd? 5 + UO am = bap 33 ? 





d? a d? s 
33|p 7 33;p 7 
(9.105d) = dsg p F Bala T Daa z Ea E Ioa > lad ae a Td 53 = 
a a” ge, p F bo pt’ 33 T Dod ag T ALA 





módon számíthatók. A d™, kétszer kontravariáns, egyszer kovariáns altenzor tekintetében 
a fentiekhez hasonlóan mutatható ki a képlet alapján, hogy 


KA — JKA = 
d 3|p 7 d 330 7 
(9.105e) =d +1 ed; rAd rAd rAd rgd A, -T3,.d™; = 
— KA K JOÀ A JKO K J3A A KS oO JKA 
= d^; ptr od g HT odb db d o d 
a felület menti kovariáns derivált. 
A d*,,, d,,, d%3,, d°,, és d™, altenzorok felületi kovariáns deriváltjai rendre a 
d” \allp Hi a yn, p + Tod yn T Piod" on Te eee sa ’ 
3 _ 73 o 43 o 43 
d Arlle —_ d amp xp on Dr vo? 


(9.106) Age = d ge, p F Poot” ar E Taod" 30 , 


3 _ 73 
a szo = 433,» 
KA — JKA K jor A JKO 
Ag = O's ptT god 3 HT ods 
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egyenletek értelmezik. A (9.106) felületi kovariáns deriváltakat felhasználva a (9.105al . . . ,e) 
felület menti kovariáns deriváltak az alábbi alakban írhatók fel: 


= db" sath — b" yn — baod" sn — Ono r3 >» 
=P ap + pad” xe — Or pA an — brod 3 » 
(9.107) p = d"snjo — bp d sn +85 d'or — Dn pb "sz » 
aTa ag Oy a di 
= a >- Pi a, _ P d. + i a. 


p 


_. 3 
p = F331 











Vegyük észre, hogy a felület menti kovariáns deriváltak, hasonlóan a felü- 
let menti kovariáns deriváltakhoz, két részből állnak. A jobboldalon álló első tag, azaz a 
felületi kovariáns derivált, a felület érintősíkjában fekvő tenzorkomponensek felület érintő- 
síkjában végbemenő változását tükrözi. A jobboldalon álló második, az ún. járulékos rész, 
tekintettel a képletekre az S felületre merőleges tenzorösszetevők felület menti 
változásának hatását fejezi ki. 

A t(x) = t (x7,0), t (x7) = t, (27,0), és t,,(27) = t,,(27,0) másodrendű tenzorok 
felületi, és felület menti kovariáns deriváltjaival kapcsolatos összefüggések a 


9.106)5, (9.106) és (9.106). 


továbbá a 


9.107), 3 és (9.107)2 
képletekből adódnak a 


kl kl KA 

d" ot" , d, 70, 
k k kK ë — 

d'y =t da= ls 
d'= tip, d" = 0 


cserékkel, illetve helyettesítésekkel. 

A t (£7) = t} (£7,0) egyszer kovariáns, egyszer kontravariáns alakra vonatkozó képle- 
teket minden magyarázat nélkül közöljük. 
Felületi kovariáns derivált másodrendű tenzorra: 


iM Ht N a +r et” 
Bp =t ap tl pot a SIX 


9.108 
l ) te b= tea Tt tT 


k lle Kp"o povK >? 





talle = tea, ATZE +02 KO" 


Felület menti kovariáns derivált másodrendű tenzorra: 


$e wat i. aa i= be —b ös , 


le 
3 
Gaa T o “Ey —bapt"3 > 


(9.109) A 
bp =D at, ’ 


X Spi 
tk Ip = tk 3p = 


ty a 





tal p tep T = tello + 3A Dy ot K3° 


Vegyük észre, hogy az © felület kétméretti terében érvényes (9.108)1...4 képletek rendre 
a háromdimenziós térben érvényes (8.33), ee ed analogonjai, hiszen a latin 
betűket görögre cserélve rendre megkaphatok a a (8.34) ) 1,....3 képletekből. 


Ami a (9.97), (9.98) ; a (9.106) és a (9.108) ORE PT deriváltak felület menti ko- 


variáns deriváltakkal való kapcsolatát megadó és a járulékos tagokat tartalmazó a (9-100) ; 
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a (9.107) és a (9.109) összefüggéseket illeti az alábbi szabályszerűség olvasható ki az utóbbi 
képletekbél: 


Ami a szóhasználatot illeti 


— eredeti tenzornak nevezzük azt a felületi tenzort (ezalatt magán az S felületen értelmezett 
tenzort kell érteni) vagy azt az altenzort (az utóbbi a háromdimenziós térben értelmezett 
és az S felületre épített KR-ben értelmezett tenzor vagy ennek egy altenzora az S felületre 
lokalizdlva) melyet derivdlni akarunk, 
valtakat képezni karjuk, 

— tekintett indernek nevezzük az eredeti tenzor azon indexét, amely a járulékos tag forrását 
adó bázisvektort azonosítja. 


A következő szabályszerűségek figyelhetők meg: 


— a járulékos tag mindig az eredeti tenzor és a görbületi tenzor szorzata, 

— a szorzat előjele {negatív} [pozitív], ha a tekintett index (görög index) [a hármas szám], 

— a görbületi tenzor egyik indexe, ez mindig alsó index, a deriválási index, 

— ha a tekintett index görög betű, akkor a görbületi tenzor másik indexe mindig a tekintett 
index, amely megtartja az eredeti indexpozíciót, azaz (felső) [alsó], ha a tekintett index 
is (felső) [alsó], a tekintett index helyére pedig a hármas szám kerül, 

— ha a tekintett a hármas szám, akkor a görbületi tenzor másik indexe néma görög index, 
melynek pozíciója {felső} [also], ha a tekintett hármas index (alsó } [felső], míg párja a 
tekintett hármas index helyén jelenik meg, 

— az eredeti tenzor többi indexe nem változik. 


Kimutatható a metrikus tenzor, és az epszilon tenzor kovariáns deriváltjával kapcsola- 
tos (8.38) és képletek, valamint a (9.109), illetve a (9.107) összefüggések segítségével, 


kihasználva a metrikus és az epszilon tenzorok szerkezetét, hogy 


KA — KA — _ o 
(9.110) 9 p= 9 =h Galo = Grae Z Ys 
; ae 
9x Ip = On Ip = 9; 
és, hogy 
(9.111) oN =e = 0, E kaale = E Aslo = O- 


A (@.110)-re fordítva mondjuk a figyelmet, a 1, (9.109),, és alapján a 
0 a9" eg , SoG 0g =g" 


eredmény, vagyis a bizonyítani kívánt állítás következik. A többi esetben a fentiekhez 
hasonlóan lehet eljárni. 


9.3.2. Riemann-Christoffel görbületi tenzor az S felület kétméretű terében. 
A továbbiakban, kihasználva majd a [8.4.1 szakasz gondolatmenetét, arra a kérdésre ke- 
ressük a választ, hogy mi a felületi kovariáns deriválások sorrendjének hatása. Legyen az 
u, legalább kétszer folytonosan deriválható felületi vektormező. 

Eltűnik a 


(9.112) dryp = UkljAp — Uklo 
különbség, ha a deriválások sorrendje felcserélhető. A (9.108), deriválási szabály felhasz- 
nálásával, és a 
ter > Ug 
cserével 


= o oO 
Ukl = (Ur). = TUJA = VAU alle 
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a (9.112) jobboldalan álló első tag. Felcserélve a A és p indexeket, majd a fenti képlet és 
az eredmény (9.112)-ba történő helyettesítése után 
(9.113) d exp = (usa), po (uslo), à z Tapto + TU 


a különbség. A felületi kovariáns deriváltakkal kapcsolatos (9.98) képlet alkalmas index- 
cserékkel történő helyettesítésével, nem részletezve a nem túl bonyolult formális átalakí- 
tásokat, innen az 


(9.114) Ua — Unoa = R” kapur 
eredmény következik, ahol 
(9.115) R” ap = DaT e= Ia e FE pa Tpl AK 


a felületi Riemann-Christoffel féle görbületi tenzor. 
Tekintsük a t“, felületi másodrendű tenzort. A fentiekhez hasonló módon mutatható 
ki a (9.106); majd a (9.108). felhasználásával, első lépésben a 
d“ ano > E aer éS dyno > E axr 


helyettesítésekkel, hogy 


K K _ fk H H K 
(9.116) tiie TE Axr = Ë uR st aR ier 


a kétszeres felületi kovariáns deriváltak különbsége. 
Mivel a (9.115) a felületi Christoffel szimbólumokat és azok deriváltjait tartalmazza a 
felületi Riemann-Christoffel tenzor független az u, vektormezőtől. 


Az 
lov, mok, go A, pop 


betűcserékkel a háromdimenziós esetre érvényes 


l = 
Rap =0 


p 
egyenletből — v.ö.: (8.51) képlet - az S felületre történő lokalizálással, továbbá a (8.49) , 
9.115) és a görbületi tenzort értelmező (9.45); képletek felhasználásával a 


OOP — Op Xa HE Xol pe E pT XS Hrer a 


Ao” pk K 


vagy ami ugyanaz a 
(9.117) R” erp = Va bor — bp bar 
összefüggés adódik. Hasonló módon a 

l> 3, mk, q>, pop 


betűcserékkel kapjuk, ismét kihasználva a (9.45)ı,2, valamint a (9.44) összefüggéseket, 
figyelembe véve továbbá a görbületi tenzor és a Christoffel szimbólumok szimmetriáját, 
hogy 

R AT ui Ol. Hi ON. + TE Hi TEST 


9.118 
( ) = bp,» — brà, pt Boal pe — bopl yy =O. 


A v index lesiillyesztésével majd a Kronecker szimbólum és a (9.29), képlet felhasznala- 
sával a (9.117) alatti kifejezés átalakítható : 


(9.119) Rap = buabps —bugbax = őő. boxbop — 8, Òn bppbor = (ő, 96? — ő, ?ő, ")boxbpe 


Vp3 v Úp3 
= EvK3E P? baxbop = EvKE Pbgxbop = €vx3 € jú barby 
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Az utóbbi képletben, amint az e,,,3 és e"? tulajdonságait kihasználva — v.ö. : a permutacios 


szimbólum [1.2.3] szakaszban adott értelmezését az — könnyen ellenőrizhető 

(9.120) e993 boxbop = €)p3 [Deep] > 

A (9.120); képlet helyettesítése után (9.119)-ból, felhasználva a determinánsok szorzásté- 
telét, a Gauss görbülettel kapcsolatos (9.71)2.3 képleteket, valamint a -t, az 

(9.121) Forio = evk3€ap3 byr] = Cvn3€r310y," Qon| = Cyn 3€rp3K Ao 

eredmény adódik, ahol mind K, mind pedig a, különbözik zérustól. Ez egyben azt is 
jelenti, figyelembevéve a (9.28)-at, hogy 

(9.122) Rysa = Ross = 0 

(A nagy görög index nem összegező, hanem rögzített index, amelynek értéke vagy egy, 
vagypedig kettő lehet.) és, hogy 

(9.123) Riz = Raz = ~R = ~R #0. 


Utóbbi egyenlet következménye, hogy a felületi kovariáns deriválások sorrendje, ellentét- 
ben a térbeli esettel, általában nem cserélhető fel. 


A (9.121)-ből, kifejtve a |bry| determinánst az 


(9.124) Riz12 = b11b22 = b12b12 
és a 
(9.125) K = ue 

do 


képletek következnek. 

A (Q.43)3 és a képletek szerint R4219 megadható a gag = dag metrikus tenzor 
és deriváltjai segítségével. Ennek a körülménynek alapján a (19.125) egyenlet geometriai 
jelentése a következőképpen fogalmazható meg: 

A K Gauss-féle görbület, ami az S felület háromméretű térben való viselkedésének egy 
mérőszáma, meghatározható a felületen végzett hosszmérések segítségével. Visszaidézve 
a (9.86) képletet, és pontosítva az előző mondatot azt mondhatjuk, hogy a két görbületi 
sugár szorzata mindig meghatározható az S felület kétdimenziós terében végzett méré- 
sekkel, annak ellenére, hogy a főgörbületi sugarak a felület mint háromdimenziós alakzat 
jellemzői. 

A képlet kibővítésével és a felületi kovariáns deriváltakkal kapcsolatos (9.108) 4 
egyenlet felhasználásával, pontosabban a 


trale > Orola 6S tkaàllo > DoxilA 
cserékkel, a kibővített egyenletből a 
0 = brp, à — Lobos — T bap — [bra , p — L Xobor -T boa] 
vagy ami ugyanaz a 
(9.126) brolla = bralo 


eredmény következik. Utóbbi egyenlet szerint a À és p indexek tekintetében szimmetria 
áll fenn. Következésképp 


(9.127) aad Pee 


Ez az összefüggés a differencialgeometria Gauss-Codazzi-féle egyenletének tenzorialis alak- 
ja. 
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Az S felületen tekintve a és összefüggéseket, kihasználva továbbá a görbületi 
tenzorral kapcsolatos (9.45), képleteket, a 


(9.128) a a Qa aT a3 
és 
(9.129) 83,6 = az 3 = —b,"a, 


eredmény adódik a bazisvektorok derivaltjainak számítására. A (9.128) 2 egyenletek Gauss 
formuldi. A (9.129) egyenlet pedig Weingarten képlete. A (9.129) egyenletet skalarisan 


szorozva önmagával a 
(9.130) a3 a" 83,8 = by deybg” = b." bop 


összefüggés következik, ahonnan a dx°dx*-val történő Atszorzdssal megkapjuk az S felület 
harmadik alapformágját : 


(9.131) da; :daz = b,” bog dr"da? 
Legyen 
(9.132) Cap = b." bog = Baca” bys i 


Vegyük észre, hogy cag szimmetrikus tenzor. A bevezetett jelöléssel 


(9.133) da; -da3 = Cag dr"dx? = cy, drtdr! + 2c12 dedz? + co da? dx? 


a harmadik alapforma alakja. 
A (9.119), (9.121) és (9.25), egybevetése alapján írható 


by rD px = bupbax = y dofukV otp K = Evk3Eap3 


egyenlet a’?-val történő végigszorzásával a 


(9.134) bvba? — b,” byk — Evk3E p30 P K =0 
eredmény következik. Az 
(9.135) Evn3érp3a"? = —a“^ 


összefüggés — ennek igazolását gyakorlatra hagyjuk — , valamint a (9.71), illetve a (9.72). 
felhasználásával (9.134) a 


(9.136) bby, — 2b, +a K =0 


alakban írható fel. Felemelve a A indexet a (9.136)-b6l a görbületi tenzorra vonatkozó 
Cayley-Hamilton tételt kapjuk: 


(9.137) b b, > —2Hb > +8, ^K =0. 
A (9.132), illetve (9.136)-ba történő helyettesítésével kapott 
(9.138) bka —2Hb,,+ Kaka = 0 


egyenlet a három alapformában álló g,.. = @,), bka ÉS C,, tenzorokat, vagy a dz“dz-val 
történő átszorzás után magát a három alapformát kapcsolja össze. 


10. FEJEZET 
Integralatalakitasi tételek és parciális integrálás 


10.1. INTEGRÁLÁTALAKÍTÁSI TÉTELEK 
10.1.1. Bevezető megjegyzések. A leggyakrabban előforduló integrálátalakítási té- 
telek tárgyalása során a tételek 


— szimbolikus alakban, 
— az (x) görbevonalú KR-ben, 


illetve ha az alkalmazások szempontjából szükségesnek látszik, akkor 
— az (£) felületi görbevonalú KR-ben is 
bemutatásra kerülnek. 


A tételek szigorú igazolására terjedelmi okokból nem kerül sor. Vázlatos bizonyítást 
csak a Stokes tétel esetén adunk. 





10.1. ábra. Az infinitezimális ABC háromszög 
10.1.2. Stokes tétele. Tekintsük az infinitezimális ABC háromszöget és vezessük be 
az 
(10.1) rap —dri rac = dryg 


jelöléseket. A kovariáns bázisvektorok számításával kapcsolatos kapcsolatos (£40) képlet 
továbbá a 


(10.2a) dap =s" =al , dog = x*|,—2*|, 
és 

o 
(10.2b) dr = ST dx" = g, dz” 
összefüggések felhasználásával írható, hogy 
(10.3) dr; = Bk dat |, 5 dry; = Bk dat s| a 3 
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ahol a görbevonalú z” koordináták mellett jobbra lenn álló római számok nem a szokott 
értelemben vett indexként szerepelnek. Ez a jelölésbeli megállapodás nem okoz félreértést, 
mert a kontravariáns koordinátáknak nincs alsó indexük. 

Az ABC háromszöghöz tartozó dA területvektort a 


1 
(10.4) dA — z dr x drrr 


vektorszorzat értelmezi. A (10.3) képletek helyettesítésével és a kovariáns bázisvektorok 
vektoriális szorzatát adó (1.27) egyenlet felhasználásával innen a 





1 1 
dA — zZ gk XB da" day = Z Ekim drf dehy g” 
2 A 2 A 


vagy ami ugyanaz a 


1 
(10.5) dAn = 3 Ekim dx? da’, 





A 


eredmény következik. 

Az ABC háromszög által kifeszített sík Nnm normális egységvektorát akkor tekintjük 
pozitívnak, ha a normális egységvektor felöl nézve — v.ö. Abra — az ABC körüljárási 
sorrend az óramutató járásával ellentétes. Ez a körüljárási értelem a pozitív körüljárási 
irány. 

Nyilvánvaló, hogy 
(10.6) dAmnm—nmndA 


ahol dA az ABC háromszög területe (a skaláris felületelem). 





10.2. ábra. A h görbével határolt nyitott S felület 


Legyen az S egyszeresen összefüggő, szakaszonként sima nyitott felület. Legyen továb- 
bá h az S felület szakaszonként sima peremgörbéje. Az S felület normális egységvektorát 
n, a h peremgörbe érintő egységvektorát pedig A jelöli. A v vektor a felület érintősíkjá- 
ban fekszik és merőleges a n és A vektorokra. Feltételezzük, hogy v = A xn. Következőleg 
|v] =1 (a v is egységvektor). A v, A, n hármas jobbsodratú egyenesvonalú ortogonális 
KR-t feszít ki (jobbsodratú vektorhármas). A h peremgörbe mentén mért s ívkoordináta 
akkor pozitív, ha a pozitív s irányba haladva a h görbe mentén a felület - feltéve, hogy a 
pozitív normális felől tekintjük - a bal oldalon fekszik. 

A Stokes tétel előkészítése érdekében először az infinitezimális ABC háromszögön 
tekintünk egy részproblémát. Ezt követően az S' felület esetén alkalmazzuk a kapott ered- 
ményt. 
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Legyen u = u, g" az infinitezimalis ABC háromszögön és annak környezetében értel- 
mezett, folyamatosan differenciálható vektormező. Határozzuk meg a 


(10.7) $ u-dr 
ABCA 


vonalintegral értékét. 

A háromszög egyes oldalélein vett integraélokat az u vektormezé oldalfelezé pontokban 
vett értékei és a vonatkozó rjp, rpc, illetve rg, vektorok szorzataiként számítjuk. Az 
oldalfelezé pontokhoz tartozó u értékeket pedig az A pontra támaszkodó linearis appro- 
ximáció adja. 

Ezek a közelítések az ABC háromszög infinitezimális volta miatt engedhetők meg. 

Fentiek alapján 


$ mdr = drr: (ud) + uov], E) + 
ABCA 2 


d d 
+ (drrr—drr) - futa) + uev, eal + 


2 


+(-drn)-(u(a) + novi, SE) 


Az utóbbi képletből indexes jelölésre térve át és helyettesítve a (10.2b), és 
összefüggéseket a 


1 
$ u, dx" = (A) Su 
ABCA 2 


1 
-+ jaa — Ukķ;l 





ac!) da*+ 
A 


2 





(dat + a) (dat — ds) + 
A 
(dat, dz; —de't, da‘) 
A 


eredmény következik. Az egyenlet jobb oldala a Kronecker szimbólummal kapcsolatos 
1.20) képlet, továbbá az (1.29) összefüggés értelemszerű alkalmazásával, illetve a (10.5) 
egyenlet felhasználásával tovább alakítható : 


1 
f Uk dx" = 7 Uk;l 
ABCA 2 


1 








1 
at, dr = 2kil 
A 


(öt mőtn—őt nőn) dr? da”, = 








A 
1 1 
= zuri e™ e ns dr™ det = z Ükt e Senna] dr? da? = (e sik Uk;1) P dA, 

A A 
Ha még a (10.6), illetve a alapján írható 
(10.8) dr = Ads = dr" gx 
összefüggést is kihasználjuk, akkor a 
(10.9a) ha uà? ds = ize Ux;t) | 4A 
illetve szimbolikus alakban irva, a 
(10.9b) $ u-Ads= (nx V)-i| dA 

ABCA A 


eredményre jutunk, ahol az u felett álló és lefelé mutató nyíl azt jelzi, hogy a V operator 
az u-ra hat. Ezt a jelölésbeli konvenciót, ha szükséges, a továbbiakban is alkalmazzuk. 
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Visszatérve az S' felülethez tegyük fel, hogy az © felületen és az S felület környezeté- 
ben értelmezett u vektormez6 folytonosan differenciálható. Célunk a (10.7) vonalintegrél 
számítása ezúttal a h zárt peremgorbe mentén a összefüggés kihasználásával. 

Elemi (infinitezimális) háromszögekre osztva fel az S felület majd összeadva az ele- 
mi háromszögeken tekintett típusú integrálokat megfigyelhető, hogy azokon az 
oldaléleken melyek két szomszédos elemi háromszöghöz tartoznak a körüljárási értelem 
különbözősége miatt a vonatkozó vonalintegrálok törlik egymást. Alkalmas határátmenet 
után (azaz a háromszögek számát a végtelenhez, maximális méretüket pedig zérushoz kö- 
zelítve) bal oldali összeg határértéke h-n vett vonalintegrál, a jobboldali összeg pedig az 
S-n vett felületi integral: 





(10.10a) furds= | (nxv)-adaq fix) dA, 
h S S 

vagy 

(10.10b) Purtds= [net udA=fugime dd 
h S S 


A (10.10alb) egyenletek Stokes tételének szimbolikus, illetve indexes jelölésmódban szedett 
alakjai. 

Ha felületi KR-ben vagyunk, akkor a alszakasz negyedik bekezdése és a (9.10 
összefüggés alapján 


(10.11) n =a; =a’. 

Következőleg ha a felületen vagyunk, akkor fennállnak a 

(10.12) nx V =a! x a°0, = e" að, 
v 

és 

(10.13) U= Uk: ga” 


egyenletek. A (10.11), (10.12), valamint (10.13) képletek felhasználásával kapjuk a Stokes 
tétel (10.10a) alatti alakjából a Stokes tétel felületi KR-ben használatos alakját: 


(10.14) fr à? ds = [ew upo dA. 


A képletben ug az up vektormező felületen vett kovariáns deriváltja. Ennek képzéséhez 
elegendő az u, vektormezőt magán az S' felületen ismerni. 

Megjegyezzük, hogy a fenti eredmény közvetlenül is megkapható a Stokes tétel indexes 
jelölésmóddal írt alakjából, ha figyelembe vesszük, hogy felületi KR-ben (a) A? — 
—0 (a k helyére p írható a baloldalon), (b) n, — 0, ng = 1 (a jobboldalon elhagyható az 
Ns, az l és k indexek helyére pedig o és p írható). 


10.1.3. Green tétele. A tételt felületi KR-ben vezetjük le Stokes tételéből indulva 
ki. Legyen w az S felületen értelmezett folytonosan differenciálható vektormező. Legyen 
továbbá 


(10.15) u=a;xw. 


A (10.15) képlet Stokes tételbe, pontosabban a (10.10a) baloldalába történő helyettesíté- 
sével — tekintettel a [0.2] ábrával kapcsolatosan már szereplő 


(10.16) vy=Axn=AxXaz 
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összefüggésre - kapjuk, hogy 


(10.17) furds=$ d-(axw) ds= f v-wds— f ° wads 
h h h h 


hiszen a v vektor az S felület érintősíkjában fekszik. A (10.10a) jobboldala a (10.15) képlet 
helyettesítésével és a (10.12) összefüggés felhasználásával alakítható át. Az átalakítások 
során kihasználjuk a a (Q.45)> és a (0.100) képletek alapján írható 








(10.18a) ða? = 0 az = gz o = l Z ar = =), aX; 
(10.18b) w”, p = p= wpb 0? 
továbbá a 

(10.18c) sW = w*. gat 

illetve a és egybevetéséből adódó 

(10.18d) ei =O a 


egyenleteket és értelemszerűen alkalmazzuk a (9.32), képletet. A főbb lépéseket az aláb- 
biak részletezik: 


(10.19) J ©xV)uda= f ea, (das xw) dA = 
S s 


= f E’? ap: [737 E rkt Wat + ag x (w, o ap) ] dA = 
s 


T fe "Pane (Tgp Ww* + Wig) dA = 
S (ejő 

= (w, r +b:" w?) dA = / wd A 
S A 


A és (10.19), (10.10a)-val történő egybevetésével, u*-t gondolva w” helyére, adódik 


Green tétele: 


(10.20) put vds = f Ua A . 
h S 


Figyeljük meg, hogy a fenti egyenletben nem jelenik meg az u? vektorkoordináta. 


10.1.4. A Green és Stokes tételek általánosításai. Legyen D az S felületen — 
lásd [0.2] ábra — és az S felület környezetében értelmezett tetszőleges tenzormező. Legyen 
továbbá a x két tenzor között értelmezhető bármilyen szorzás műveleti jele. A szimbolikus 
írásmódban írt és így koordináta-rendszertől független alakú 


p 
(10.21a) foxrds= | Ds(nxV) dA 
h S 
és 
p 
(10.21b) prods = | (nx v)Daa 
h s 


egyenletek a Stokes tétel általánosításai. Valóban, ha a x műveleti jelet a skaláris 
szorzás - műveleti jelére cseréljük és az u vektormezőt gondoljuk a Ð tenzor helyére, akkor 
a egyenletből azonnal megkapjuk a Stokes tétel alatti alakját. 

A továbbiakban a felületi KR nyújtotta előnyök is kihasználásra kerülnek. Ha a 
egyenletben 
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— a x helyére a vektoridlis szorzás x műveleti jelét, majd 
- a D tenzor helyére D *«a3-t teszünk, 


akkor a Green tétel egy általánosítását kapjuk. 
A baloldal átalakítása során az említett cserék végrehajtása után a ((10.16) képlet 
helyettesítése szükséges. 
A jobboldal átalakítása ismét az említett cserék után, a (10.12), ...,d) és 
1 képletek alkalmazása, illetve helyettesítése kívánatos. Ezt az átalakítást az aláb- 
biak részletezik: 
4 4 
; ` , y 3 
(D xas) x (nx V) = (D xaz) x (De Tan) = 
= 69" |— (DA,) * E 30r 7 + DTZ ag Xar) = 
= —E PT E gon [(Dd,) xa° +D *b,7a°| = 
=— [(Dd,) xa. 1D *b,Pa’ | 


Fentiek alapján a (10.21a) egyenletből a 
(10.22) pow as= f [(Dd,) *a?+D *b,Pa*] dA 
h S 


eredmény következik. Ez az összefüggés a Green tétel általánosítása. Valóban, ha a x 
helyére a skaláris szorzás - műveleti jelét és a D helyére az u vektormezőt gondoljuk és 
tekintettel vagyunk a ((10.18c), illetve a képletekre, akkor a összefüggésből 
megkapjuk a Green tétel alatti alakját. 

Ha a D másodrendű tenzor — legyen ez mondjuk az N*'-el jelölt tenzor —, a x-al jelölt 
szorzás a skaláris szorzás és N"? = 0 akkor a (10.22) összefüggésből, szem előtt tartva, 
hogy felületi KR-ben vagyunk, a 


(10.23) fa Nn ds= f ax N^ a dA 
h S 
eredmény következik. 


10.1.5. A Gauss-Osztrogradszkij tétel. Legyen V egy a végesben fekvő térfogati 
tartomány. Jelölje S a V tartomány határfelületét. Legyen továbbá u a V-n értelmezett 
egyszer folytonosan deriválható vektormező. Jelölje n az S felület külső normális egység- 
vektorát. Az 


(10.24) [wnat= f uva 
S V 


Gauss-Osztrogradszkij tétel a (10.20) Green tétel egy általánosításának tekinthető. 
Legyen D a V-n értelmezett folytonosan deriválható, egyébként tetszőleges tenzorme- 
ző. A Gauss tétel általánosabb alakja adódik a (10.24) alakból, ha az u helyére d-t és a 


skaláris szorzás - műveleti jele helyett x-t írunk. 
(10.25) f arnas | oevav 
S V 


Ismét hangsúlyozzuk, hogy a x két tenzor között értelmezhető bármilyen szorzást jelölhet. 
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10.2. PARCIALIS INTEGRALAS 


10.2.1. Parcidlis integraldsok felületen. Legyen a d", és ex; az S felületen — v.ö. 
[0.2] ábra — és annak környezetében értelmezett folytonos és differenciálható tenzormező. 
Az u, vektormezőt az 

Up = d hl p € kl 
módon értelmezzük. A d" és ex; tenzormezők differenciálhatósága miatt fennáll, hogy 
Up;a = Upla = (d" eri) la = d” sja ert td", Erja : 
Ez az összefüggést a Stokes tétel (10.14) alatti alakjába helyettesítve a felületi integrálokra 
vonatkozó egyik parciális integrálási szabály adódik: 


(10.26) [a da= GX den ds- | ea, eno dA 
S h S 


A felületi integrálokkal kapcsolatos második parciális integrálási szabály a fentiekhez ha- 


sonló módon az 
P __ (gP Au — gP Ap p Ape 
Wie = (ben) =O per tae 


összefüggés és a (10.20) Green tétel egybevetésébél kapható meg: 
A A A 
S h S 
10.2.2. Parciális integrálás térfogati tartományon. Legyen 
k 9k „im 
u =d me”, 


ahol a d” és e"" tenzorok differenciálhatók az S felülettel határolt V térfogati tartomá- 
nyon. Következésképp 


|m 


W a= m aed aa l ten Os 
Utóbbi egyenlet felhasználásával kapható meg a Gauss-Osztrogradszkij tételből a 
térfogati integrálokkal kapcsolatos 


(10.28) | Pmtv = f nrdd- | dt men Av 


parciális integrálási szabály. 


A. FUGGELEK 


Térbeli feliiletekre épített koordinaétarendszerek 


A.1. HENGERFELULETRE ÉPÍTETT KOORDINATARENDSZER 


Az[A.1] ábra egy R sugarú hengerfeliiletre — ez héjak esetén a héj középfelülete lehet — épített 
gorbevonali KR-t szemléltet. 


y? 




















Leolvasható az ábráról, hogy 
(A.1) gi=y, L =y, «=r-R 
a három hengerkoordináta (21 €[—7, r], c7=y*€(—oo, 00), 27 >—R). A tetszőlegesen választott P 


pont helyvektora az (y1, y?, y’) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozó egységvektorokat összhangban 
az eddigiekkel rendre ij, ig és ig jelöli — az 


(A.2) r=r (a, x°, x°) = y'i yi viz = r cos y iy +r sin Y iz +g?’ iz = 
= (R+ a?) cos z! i +(R+2°) sina! i2 +z? iz 
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alakban írható fel. Ko6vetkezéleg 


OF 
gi -5 — —(R+2°)sinz'! i, +(R+2°) cos 2! ig 
or or 
A. o IE I COC — 
(A.3) 82 ðr? Ay? 13 
— r 1e E: 
g3 =z =cosxv l] #SIN T 12 
a három bázisvektor és 
(z3+R) 0 0 
(A.4) [9x1] = [Ex Bi] = 0 1 0 
0 0 1 


az alséindexes metrikus tenzor mátrixa. Ennek 
_ 2 
(A.5) Jo =r? = (a? +R) 
a determinansa. A felsGindexes metrikus tenzor mátrixa az alsdindexes metrikus tenzor mátrixá- 
nak inverze: 


1 
(a3+R) 0 














(A.6) [999] = 0 1 0 
0 0 1 
A fels6indexes bazisvektorok indexemeléssel számíthatók: 
1 
g'=9"g)=9''B1 Raw (—sin x! ij +cos 2’ i2) 
(A.7) g? ge, JE = iz 


5 al a =33 = = 1s ae ie 
g’ g g g” gs &3 = cosx lı +sin x 12 








A másodfajú Christoffel szimbólumok a 
(A.8) ry = gk g” 
összefüggés felhasználásával adódnak. Az alábbiakban csak a nem azonosan zérus Christoffel 
szimbólumokat közöljük : 





= = 3 081 - 
(A9a) T3, = Bi. g? = are = 
= [-(R+2°) cos x! iy —(R+2°) sin a! i2] : (cos zr! iy +sin z! i2) = —~(R+23), 
= _ 1 083 _ 
(A.9b) Th = £31 gla Dal gla 
1 1 
= (— sin x! i; +cos x! i) : Raw (— sina! i; +cos x! in) = Raa” 
Nem nehéz belátni az előzőek alapján, hogy az x? = 0 hengerfeliileten a 
gı =a, =R (— sin x! i; +cos z! in) g2 = a2 =iİ3, g3 = a3 =Ccos x! i; +sin z! iy 
(A.10) 1 i+ os 1; 2 2 3 3al 1: sds 
g —a —R (— singz ij +cos x i) , 8 —a —i3, g° =a’ =cosx ijt+sinz ig 


összefüggések adják a baézisvektorokat. A metrikus tenzorokat, illetve a nem zérus Christoffel 
szimbólumokat tekintve pedig az 


R 00 + 00 
(A.11) [gri] = lakı] = 0 1 0 j [91 = [aP = 0 10 ; 
0 0 1 0 0 1 
illetve a 
1 
(A.12) Eszt = 
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képletek használhatók. A Christoffel szimbólumok birtokában 


(A.13) [boa] = [P34] = l Fa d » [bg] = — [Pas] = | UR d 


a két görbületi tenzor mátrixa. A bázisvektorok P pontból a P pontba történő áthelyezésének 
tenzora (a tenzor mátrixa) a (9.48) képlet alapján (A.13)2 felhasználásával számítható: 


v] _ v 3p Vv] _ 1+2°/R 0 
(A.14) ite |= [óa — xb, ] = | 0 Ll: 
Ennek a tenzornak 
ae 0 
(A.15) Gee. | 
0 1 
az inverze. 


A.2. GOMBFELULETRE EPITETT KOORDINATARENDSZER 


Az Abra egy az R sugarú gémbfeliiletre — ez héjak esetén a héj középfelülete lehet — 
épített gorbevonalii KR-t (ekvatoriális KR-t) szemléltet. 

















3 a 83— 33 1 
y X 7 
x? 81 
P 
r= A 
r=R+x3 
ao x3 
a 82 xl 
E N 
a — a? = = 3 
x2 3 8358 
IP ai= 81 
T=1(x 5x0) 
T(x1x?, x’) 
2 
x2—9 2 
| Y 
O ! - 
1— | rcosx 
x = rcosx? cosx! 
rcosx? sinx! 
yl 








A.2. Abra. 


Leolvashat6 az ábráról, hogy 
(A.16) a=-y, v=, 2? =r—R 


a három gémbi koordináta (x! € [0, 27], x? € [—7, 7], 73 >—R). A tetszőlegesen választott P pont 
helyvektora az (yt, y?, y?) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozó egységvektorokat rendre ij,i2 és iz 
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jelöli — az 


(A.17) r=r (a, x°, x°) = yt i1 yi + yis = r cos V cos y i, +r cos V sin Y i2 +r sin d iz = 


2 1 2 1 2 


= r cos x^ cos x i +r cosg’ sinx is +r sinz’ is 
módon írható fel. Következőleg 
or or 
21 = T = x =r (— cos z? sin x! i; +cos x7 cos x! i2) 
T p 
= Or Or y 2 le : 2 . divs 2. 
(A.18) g2 =a o" (— sin x cos x` ij —sinz* sin x` ig+cosz is) 
x p 
_ Or Or Or 2 le 2. le . i 
3 =z = De oz = COS x" cosx lı + COS L| sinx l2 +SIN L| 13 
a három bázisvektor és 
r?cos?7z2 0 0 (x +R cos? x? 0 0 
(A.19) [Gea] = (8: Bi] = 0 ro }= 0 (x3 +R)” 0 
0 0 1 0 0 1 
az alsdindexes metrikus tenzor mátrixa. Ennek 
(A.20) Jo = rf cos? z? = (x? + R) cos? x? 


a determinánsa. A felsőindexes metrikus tenzor mátrixa az alsóindexes metrikus tenzor mátrixá- 
nak inverze: 

















1 
r2 E r2 0 (£3 +R)" cos? x? 0 
#0 — E 
(A.21) [979] = z 0j|= THR)? 
0 0 1 0 
A felséindexes bazisvektorok indexemeléssel adódnak: 
(A.22) 
g! g" E gg : (— sin xt i4 +cos a! in) = — ES (—sinz’ i; +cos zt in) 
r cos x2 (R+<23) cos x? , 
1 
g =9" g = 97s — (— sin z? cos x! i1—sin x” sin x! ig + cos x” is) = 
r 
1 


2 1 


(— sin x? cos xz! iy — sin z? 


r 1e 2. 
= sin x` i2 +cos g^ ig) , 
Rig IF 3) 

g’ =9" 8 = J” Bs = Bs. 
A másodfajú Christoffel szimbólumok a 


(A.23) hi = 8-8” 








összefüggés felhasználásával számíthatók. Az alábbiakban csak a nem azonosan zérus Christoffel 
szimbólumokat közöljük : 


= _ 3 Og) _ 
(A.24a) Tii = 81,1 -g° = aul 3° sz 


=a (cos x? cos g! 11 +cos x sing! i2) . (cos x cos x! 11 + cos x sin z! 12 +sin x is) = 


= —r cos? z? = — (R+2°) cos? x? , 


= Se 082 _ 
(A.24b) T3 = B22: B = ae = 
2 1 2 


— —r (cos x cos x` ių +cos x 


1 2 


sin z! ip +sin z? is) = 


— —r — — (R+2°) ; 


sin z! ig+sin z? is) . (cos x? cos x! iy +cos x 
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= 083 
A.24c) Td, =g8;1 8! =- .g! = 
(A.24c) P31 = 831-8 = 578 
= (— cos x? sin x! i; +cos x7 cos x! i) . : (— sing! i, +cos x! in) = l = oe 
r cos x2 r R+’ 
= EE Og3 _ 


=(- sin x” cos x! i; — sin z? sin z! ig + cos x? i3)-— (— sin x” cos x! i; — sin z? sin z! ig 4 cos x? i3)= 
r 
1 1 
r R+’ 
a2. 9 O81 2_ 
(A.24e) Ty, =811-8° = at -g^ = 


3]. 


— —r (cos x? cos x! i; +cos z? sin x! iz) . (— sin z? cos x! i1—sin z? sin x! ig +cos x? is) = 


= cos z? sin x? ; 





= 081 
A.24f) Il, = 812 8! = -gl = 
( ) 12 > 072 
td 2 
. wh ise. <. le f ie ah . sina 
=p (sin x? sinz! ly — sin x? cos x! i2) : 5 (— sin x! 11 +cos x! in) ==——75 
r COS £ COS £ 


Az x? = 0 gömbfelületen az (A18) és (4.22) képletek alapján 
gı =a = R (- cos x” sin x! i; + cos x? cos x! iz) ; 
(A.25) g2 =a = R (- sin z? cos x! i; — sin x? sin x! ip + cos x? iz) ; 
g3 =a3 = cos x? cos x! i; +cos z? sin z! ig +sin x” 13 
a három bázisvektor és 


1 1 


g =a (— sin x! 11 +cos x! i2) B 


~ Reos x2 
1 

(A.26) g? =a? = — (— sin z? cos x! i1—sin x” sin x! ig + cos x” is) : 

g’ =a" = 83 = a3 

a három reciprok bazisvektor. Ami a metrikus tenzorokat illeti az (A.19) és (A.21) képletek 

alapjan irhatjuk, hogy 





R? cos” r? 0 0 marz 0 0 
(A27) [l=] 0 Roj, P=] 0 o 
0 0 1 0 0 1 
A gömbfelületen az (A.24) képletek alapján 
1 
TH = —Rcos 2? , A =—R, Di n. 
(A.28) 1 nes 
: sin x 
t= R’ r =cosz’sing?, TE — — cos a2 


a nem azonosan zérus Christoffel szimbólumok értéke. 
Ezek birtokában azonnal adódnak a görbületi tenzorok mátrixai: 


= cos? x 
(A.29a) [bas] = [Pas] = | " 0 “R | 


és 


(A.29b) [os = lo” bun = l F : | ; 


ale 
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Az (A.29a) összefüggés felhasználásával rögtön számítható a gą” áthelyező tenzor mátrixa: 


a. Se ah a 1+23/R 0 
(A.30a) Wa l= [x -E 621 =| 0 1+23/R |? 
amivel 
— 0 
(A.30b) lgx] = | oa et | i 
T+a3/R 
az inverz. 


A.3. KUPFELULETRE EPITETT KOORDINATARENDSZER 


Az Abra egy a félnyílásszögű kipfeltiletre - ez héjak esetén a héj középfelülete lehet — 
épített gorbevonali KR-t szemléltet. 


1 
O x? sinacosx! y 


i_ 
xl= : 
ME sina 















x? sina sinx! 




















A.3. Abra. 


Leolvashat6 az ábráról, hogy x! = y, z? az origó és a P pont közötti távolság, x? pedig a 


P és P pontok közötti előjeles távolság, pozitív, ha a P pont a ktpfeliileten kívül helyezkedik 
el, negatív, ha a kipfeliileten belül fekszik. A kúp csúcspontja szinguldris pont. Nyilvánvaló, 
hogy z! € [—r,r], £? > 0 és hogy z’ € (—x? sin a, oo]. A kúpfelület P pontjának helyvektora 
az (y1, y?, y’) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozó egységvektorokat összhangban az eddigiekkel 
rendre ij, ig és ig jelöli — az 


(A.31) r=r (at, x”,0) =ylity’ig+y%i3 = heosy sina i, +hsing sina ig+hcosa ig = 


2 1 1 


= z? cos x! sina ių +z? sin x! sina iz +x? cosa iz 
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módon írható fel. Következőleg 
Or 


g1 =a, =z =r? (— sin z 11 +cos x! in) sin a 
By 


Or 


g2 = a2 =5,2 = (cos x! i; +sin z! i2) sin œa + cos a ig 
z 


(A.32) 


a két bázisvektor a kúpfelületen. A harmadik bázisvektor a 


iy i> 13 
gi1xg2 = —g?sinz'sina g? cos zr! sina 0 = 
cos x! sina sin z! sina cos @ 


= r? (cos x! i, +sin x! in) sin a cos a — x” sin? a 13 
vektorszorzat 
Igi X g2| =a" sin a 


abszolut értékének felhasználásával számítható 


(A.33) g3 = a3 = ET = (cos x! ių +sin z! i2) cosa— ig sina 
A bazisvektorok birtokában 
(x?) 2 sina 0 0 
(A.34) [gel = [axe] = lax ae] = 0 1 0 
0 0 1 


az alsóindexes metrikus tenzor mátrixa. Ennek 
(A.35) go = (x°) ? sin? a 


a determinánsa. A felsőindexes metrikus tenzor mátrixa az alsóindexes metrikus tenzor mátrixá- 
nak inverze: 
1 























(a2)? sin? a 0 0 
(A.36) [989] = [a”"] = 0 1 0 
0 0 1 
A felsőindexes bázisvektorok indexemeléssel számíthatók: 
1 : ; : 
g' =g" ge =g" gı = =— (sina! iy +cosa' i) , 
x? sin a 
(A.37) g? = g” g = g? g2 = g2 (cos x! ij +sin 2! i2) sin a+ cos a iz , 
g? a? g3 = a3 (cos x! 11 +sin x! iz) cos a— sin a ig. 
A P pontnak 
(A.38) r=r+z2°gs 


a helyvektora. Következésképp 
Or Or  30g3 








A.39a) &1 = — = — +r = 
( ) 81 ðr! Ox! Ox! 
GP ls i 1. \ ._ . COSa r’ 
=git jt (—sinz lı +cos x iz) sina— = 1+ -ctga g1 = 
T?  sina x 
81 
= ( 2 sina +z’ cos a) (— sina! 11 +2? cos a} i) , 
7 or Or 3083 le ee A š 
(A.39b) f= 3,2 = szt 32 g2 = (cos x i +sin x iz) sina+cos a is , 
kép 
=0 
_ OF 3 3 Tis ET E 7 e 
(A.39c) 3 = —= = g” =a = g3 = ag (cos x i, +sin x i2) cosa—sina 13 
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a három alsdéindexes bazisvektor, 


(= sin a + z’ cos a)’ 0 0 
(A.40) [Jke] = [Bx Be] = 0 1 0], 
0 0 1 
a kovariáns metrikus tenzor mátrixa, amelynek 
1 
E (x? sina+z? cos a)? a 
(A.41) 1999] — 0 1 0 
0 0 1 


az inverze. Ez egyben a kontravariáns mértéktenzor mátrixa. Az utóbbi és az (A.39) képleteket 
felhasználva kapjuk meg a kontravariáns bázisvektorokat : 








1 
A.42a a! = gg, = ———___—___ (~ sin! i, +cosz! iz), 
( ) j 7 e TL i 2) 
(A.42b) E = 9° =f = (cos a i; +sin z! i2) sin a-t cos a iz, 
(A.42c) g’ g? = a? = g3 = az (cos x! ii +sin z! i2) cos a— sina is. 


Az alábbiakban a nem azonosan zérus Christoffel szimbólumok számítását tekintjük át: 


O81 3 3 


_ f2) 
(A.43a) D =811-8° = g’ = ‘aa (2? sina- a? cos a) (— sing! i, +27 cos x! i} = 


~ ðr! 
=— (x? sina + z? cos a) (cos x i, +sin z! i2) . [ (cos x! ių +sin z! in) cos a — sina ig] = 
== (x? sin a+ z? cos a) cos Q 


= ee 083 _ 
(A.43b) E4 Z Z318" = ae = 


1 ð ; , pea : š ‘ 
= = MGTEN (cos x! ii +sin gxt iz) sina >: (— sin z! i; +cos x! i2) = 
x? sina +r?’ cosa | Ox 
sin @ : g : : ; $ sin a 
= rr (— sin x! i; +cos z! i2) . (— sin z! i; +cos x! i2) ==; z 
x? sin a + x? cosa x^ sin a +z? cos a 


A kúpfelületen a görbületi tenzorok mátrixai tekintetében a 


— ( 2 sina +r? cosa) cosa 0 
0 0 


8 = 
(A.44a) [bag] = Taala B | 0 o 


és 


(A.44b) i _ [ove] 2 | pea? 0 | | — ( 2 sina +r’ cos a) COS a : | 





_ | -x° sinacosa 0 | 
x3=0 





0 1 0 5 
x3—-0 

__cosa 0 
= | ane | 


összefüggéseket kapjuk. 7 
A bazisvektorok P pontból a P pontba történő áthelyezésének tenzora az (A.44b) képletek 
alapján számítható: 


3 
VI v 3, vi ._ | 1+45ctga 0 
(A.45a) [da = [6 arb = | Ti J | ; 
Ennek 
r2 
(A.45b) [9ga] = | a i | 


az inverze. 
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A.4. TORUSZFELULETRE EPITETT KOORDINATARENDSZER 


Az{A.4] Abra az Ro középkörű és R sugarú toruszfeliiletre - ez héjak esetén a héj kézépfeliilete 
lehet — épített görbevonalú KR-t szemléltet. 


£1 S3= as 











A.A. Abra. 


Leolvashat6 az ábráról, hogy 
(A.46) =o, 2@=0, 2x*=r—R 
a három toruszi koordináta (a! € [0,27], x? € [-7,7], x? > —R). A tetszőlegesen választott P 
pont helyvektora az (yt, y?, y?) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozó egységvektorokat rendre ii ,i2 
és ig jelöli — az 
(A.47) r=r (xt, x’, x?) = y'i] +y?iz + yi3 = 
= (Ro +r cos Ú) cosy i, + (Ro +r cos ¥) sin y i2 +r sin V is = 

= [Ro + (R+2°) cos a] cos z! iy + [Ro+ (R+2°) cos a] sin £! ig + (R+2°) sin £? 13 
alakban írható fel. alakban írható fel. A helyvektor ismeretében 

_ oF 

gi= Oat 


Ər 
(A.48) f= ss =— (R+2°) sin x? cos a! i; — (R+2°) sin z? sin a! ig + (R+2°) cos x? iz 
z 


=— [Ro + (R+2°) cos x? | sin z! ij + [Ro+ (R+2°) cos 27] cos x! ig 


g3= x = cos x° cos x! i4 +cos z? sin z! ip +sin z? 13 
a három bazisvektor és 
[Ro+ (R+23) cos 27 0 0 
(A.49) [Jk] = [Bx 8] = 0 (Rar)? 0 
0 0 1 


az alséindexes metrikus tenzor mátrixa. Ennek a matrixnak 


(A.50) Jo = [Rot (R+2°) cos a] (R+2°)° 
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a determinansa. A felsGindexes metrikus tenzor mátrixa az alsOindexes metrikus tenzor mátrixá- 
nak inverze: 


1 
i TTI A 0 [Ro+(R-+03) cos 22)? 0 2 
0 01 0 0 


A fels6indexes bazisvektorok indexemeléssel adódnak: 
1 














ti. e aes l; 
—— s | -sinr ij+cosax i 
8 =9 B= 81 Ras ear | 1+ 2} 
1 
(A.52) B =g” g — gg ——, (— sin x” cos x! ij —sin x” sin x’ ip + cos x” is) 
(R+<23) 








g’ =9" 8, = 9°83 = 83. 
Az alábbiak a nem azonosan zérus Christoffel szimbólumok : 


OB _3 
91 = 
— { [Ro+ (R+2°) cos a7] (cos x i} +sin z! in) } . (cos x 


(A.53a) R = 211 g’ = 


2 2 


sin z! ig+sin 2” is) = 


SE [Ro+ (R+2°) cos x” | cos x? , 


cos x! iy +cos x 


= Og 
(A.53b) T3, = G0 8 = are =— {(R+2°) (cos x’ cos x! ij +cos x” sin x! ig +sin x” i3) } . 
(cos x? cos x! i; +cos g? sin z! ig+sin z? is) =— (R+2°) , 
7 - _1_ O83 _ 
(A.53c) D3 = 831-8 = 57-8 = 
1 
= (— cos x” sin z! iy +cos x? cos x! i2) . aCe) cose? {— sin z! i, +cos a! ip} = 
B cos x? 
~~ Rot(R+23) cos x?’ 
= Og 
(A.53d) Daa = E32 B = ar E? = (— sin z? cos x! i1—sin x” sin x! ig +c0s x” ig) . 
1 1 
Ris (— sin z? cos x! i; — sin z? sin! ig + cos z? is) = Ris 
= Og ; ; : 
(A.53e) Ti = Bg’ = ar — — [Ro+ (R+z2°) cos a] (cos x! i) +sin zt i) . 
1 
Raw (— sin z? cos x! i; — sin z? sin z! ig +cos £? is) = 
1 
= Raw [Ro+ (R+2°) cos x°] sin 2? , 
= - 1 OB _ 
(A.53f) Tis = Big = aac = 
1 
= (R+2°) (sin x? sin z! iy — sin x? cos z1 in) . Rath eae? {— sin zt i; +cos a! iz} = 


= Rix 


o PHT 2 
E Ro+(R+a3) cosaz 
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Az x? = 0 toruszfeliileten az (A.48) és (A.52) képletek alapján 


g1— ai = (Ro +Rcos x°) (— sin x! i; +cos z! in) 
(A.54) g2 =a = R (— sin z? cos x! iy — sin z? sin x! ig +cos x” is) 


g3 = a3 = cos x? cos x! i; +cos g? sin x! ip +sin z? 13 


a három bazisvektor és 


1 
1 1 : 1: le 
g =a = — —,)—slIn® 1,+Coszx lg 
ans era } 
A.55 1 : vse . . . 
( ) g’ =a? = R (— sin x? cos x! 1, — SIN x? sin z! 12 + COS x ig) 
3 3 
8 =a = §3= a3 


a három reciprok baézisvektor. Ami a metrikus tenzorokat illeti, az (A.49) és (A.51) képletek 
alapján adódik, hogy 


(Ro+Rcosz?)? 0 0 Torra 9 9 
(A.56) [9x] =[ax]= 0 R? 0 [g?"|=|a""]= 0 já 0 
0 0 1 0 0 1 
A tóruszfelületen az (A.53) képletek alapján 
(A.57) 
2 
cos £ 
T =— (Ro+ Rcos x°) cos x7 ; re =—-R, ry; = A= Rea j 
1 i R 
be = R F FA = (Ro + Rcos x”) sin z? 5 ieee = R} Rosz? sin x2 


a nem azonosan zérus Christoffel szimbólumok értéke. Ezek birtokában az (A.57) képletek alapján 
azonnal adódnak a görbületi tenzorok mátrixai: 


—(Ro+R 2 2 0 
(A.58a) [bas] = EA _ | ( `- ) cosx A 
és 
AT = Igy = o+R cos x2 o + R cos z?) cos x 7 
(A.58b) [oà] = [obun] -| (Rar Resa) H | | : i | E 
cos x2 
= | ~ Ro+Rcos x2 0 | 
0 ti 
R 


A fenti összefüggés felhasználásával számítható a gą” áthelyező tenzor mátrixa: 


r3 COST 
(A.59a) [ga] = ee = ab, = I+ Ro+R cos «2 0 , 
0 1+2°/R 

amivel 

—j;_,- 0 

1+ L| COSL 
(A.59b) ig |= Ro +R coss? : 

T+a3/R 


az inverz. Ha Rọ = 0 a jelen szakasz képleteib6l visszakapjuk a goémbfeliiletre épített KR-el 
foglalkozó az szakasz valamennyi képletét. 
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A.5. FORGASFELULETRE EPITETT KOORDINATARENDSZER 


Az Abra az S forgasfeltiletre - ez héjak esetén a forgdshéj k6zépfeltilete lehet — épített 
gorbevonali KR-t szemléltet. 

Legyen az y! = R (y?) az (yt, y?, y’) KR (yt, y’) koordinatasikjaban fekvő síkgörbe — ezt az 
Abra nem tünteti fel —, amelyre nézve feltételezzük, hogy (a) y! = R(y?) > 0 továbbá, hogy (b) 
az R(y?) függvény folytonosan differenciálható az y? koordináta szerint. A görbe mentén mért 
ívkoordinátát s jelöli. Feltevés szerint ha y = 0, akkor s = sọ = 0. Megjegyezzük, hogy az R(y?) 
görbének meridiángörbe a neve. 

Az S forgásfelületet úgy hozzuk létre, hogy megforgatjuk az R(y?) görbét az (yt, y2, y3) KR 
y’ tengelye körül. Eszerint az R(y?) = R(s) a forgásfelület sugara az y? helyen. 























A.5. ábra. 


Leolvasható az ábráról, hogy z! = y, x? — s, az xz? pedig a szokott módon a felület normálisa 
mentén mért előjeles távolság a felületen fekvő P és a normálison fekvő P pontok között. x? 
pozitív, ha a P pont felé haladva távolodunk az y? tengelytől, ellenkező esetben pedig negatív. 
A P ponthoz tartozó y? koordinátát az y? — f(x?) függvény adja meg. 

Az y? koordináta tengelyt is tartalmazó síkok helyzetét az x! = y polárszög határozza meg. 
Megjegyezzük, hogy az ábra a y polárszöghöz tartozó síkban szemlélteti az R(y?) meridi- 
ángörbét. 

Nyilvánvaló, hogy x! € [—r, 7] és x’ € (—R(y)/ sin 9, co]. (0< V <r a forgásfelület P pontbeli 
normálisa és az y? tengely közötti szög. 
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Vezesstik be a 

dR(y?) 
dy? 

jelölést — az a szög geometriai jelentése leolvasható az ábráról. 


A forgásfelület P pontjának helyvektora az (y!,y?,y?) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozó 
egységvektorokat összhangban az eddigiekkel rendre ij, ig és iz jelöli — az 


(A.60) = R(y)—R =tga 


(A.61) r=r (at, x”,0) = yli, +y7i2 + y3i3 = R(s) cos e i1 + R(s) sin e i2 +y’ iz = 
= R(x?) cos z! i, + R(x?) sin x! ig + f (x?) iz 


módon írható fel. Nem nehéz ellenőrizni, hogy az x? koordinatavonalon 


(A.62) ds = da? = y 1+ (R')?dy?; Ap (y?) > 1 
3) 
A2(y 


az ívelem, ahol az Ag (y?) függvényt a képlet megjelölt része értelmezi. Az Ao (x°) függvény 
ismeretében 
3 


y 
(A.63) r? =r? (y?) = laat, 4 (iar =y? 
y — 


az x? ívkoordináta számításának képlete. Az (A.62) és (A.63) képletek szerint fennáll, hogy 


dx? dy? df 1 dR dRdy? R 

A.64 — = Ay (y? i Sgt sat MÉNE : BEST száz a eee any 
( ) dy? 2 (4) dz? dr? Av = dz? dy?dzr? Ag 
A fentiek alapján a forgásfelületen 

gı =a =o =R (— sin x! i; +cos x! i) ` 
(A.65) 7 

or 1 / 1: fois le . 
g2 — ag =z = a (R cosx iy +R sing in iz) 


a két bázisvektor. A harmadik bázisvektor a 

1 iy i2 i3 

81x8 =T —Rsinx! Rcosz! 0 |= 
2| R'cosz! R'sing! 1 
1 : : i 5 
=a (R cos zi, + Rsin z! ig — RR’ i3) 

2 

vektorszorzat 


1 : 2 1 2 
ler x g21 = R? (cos? a1 +sin? x!) +(RR’) eg rs) =R 


abszolut értékének felhasználásával — fentebb kihasználtuk az Ag (A.62) alatti értelmezését — 
számítható 


x 1 
(A.66) g3— a3 = AF mer (cos zx! i, +sin z! ip — R’ iz) 
1X 82 2 
A bázisvektorok birtokában írható, hogy 


742 
1 
a,-a, = R°, ee, az3:az—1, 
A5 
tehát 
R 0 0 
(A.67) [9xe] = [ake] = [az-a] = | 0 1 0 és go =R? 
0 0 1 
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az alsOindexes metrikus tenzor mátrixa, illetve determindnsa. A felsGindexes metrikus tenzor 
mátrixa az alsóindexes metrikus tenzor mátrixának inverze: 


1 0 0 

RZ 
(A.68) [977] =[aJ=| 0 1 0 

0 01 


A fels6indexes bazisvektorok indexemeléssel számíthatók: 



































1 
gi=g'g=g''g R (— sin x’ i; +cos 2" ig) , 
1 
A.69 g? = g” gy = 9 go = g2 = — (R' cos z! i, + R' sin z! ig +i) , 
A2 
1 
g? = a? = g3 = az ra (cos xt ij +sin xt ig— R'is) . 
A későbbiek kedvéért 6sszefoglalas-szertien megadjuk az alábbi derivaltakat : 
d dn dy? R" d Az d 2 1 RR" 
A.70a ars l= 3 Ser = —_ 1+ R! = — ff’ Rh" = 
( ) dx? dy? dz? Ay dy? dy? it) ta (R)? As 
d 1 d 1 \ dy? 1 d Az R' R" 
A.70b ——— — = — — eS a —— esstz is 
( ) da? Ag (< x) dz? AZ dy? AĴ 
d R d R' dy? 1 d R 
A.70c) — — = = = 
( ) da? Ao dy 14+ (R)? dz? Ap dy 14 (R)? 
1/A2 
7 1 R" 1 ( Ry? R" R" i ( R' ) 2 R" 
Az (A2) Az (1+ (R) /2 (Ae)? Ap ( 42)" 


A forgásfelület normálisán fekvő P pontnak 
(A.71) F=rt+a°%g3 


a helyvektora. Következésképp — kihasználva az (A.70) alatti derivaltakat mindenütt, ahol szük- 
séges — kapjuk, hogy 


Or Or | 30g3 | 














A.72 81 = — = — = 
( a) aba dz! ðr ” Oat 
r3 ; i ge 
=gi+t DRE (—sinz i; +cos x i2) = (2) gı = 
81 
= te R(-sinz' i, +g? cosa! i2) 
AR ` 
_ Or Or Og3 . d R R" 
ey) EE gaa oe pee eg EE aa 
alapjan 
1 / 1 / 1 3 R" 
= — R cosa! i +R'sina! i+ (1-2 Jil, 
Az { 1 2 (Aa)! 3 
OF 1 
(A.72c) £3 ss g? = a? = g3 = as a (cos x" i, +sin z! ig— R! is) 
2 
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a három alséindexes bazisvektor, 





2 
R (157) 0 0 
(A.73) [Gre] = [Ex Se] = 1 pee ke es N 
0 0 1 


a kovariáns metrikus tenzor mátrixa, amelynek 





= i 
a (n) 3 
(A.74) [gPaj = 0 — a i 
742 RY’ 
(R’) +(1-= 4) 
0 0 1 


az inverze. Ez egyben a kontravariáns mértéktenzor mátrixa. Az utóbbi és az (A.71) képleteket 
felhasználva adódnak a kontravariáns baézisvektorok : 











(A.75a) 
1 
gi = agg — m (— sin x! 11 +cos x! i2) ; 
R (1+ En) 
(A.75b) 
A R" 
B = 9" B =h = — > fr cos z! i; +R’ sin x! i2 + (1-8) i} i 
ma (1—28) (4) 
(A.75c) 
1 
g? = g’ = a? = g; = az re (cos z! i +sing' ip—R’ is) . 
2 


Az alábbiakban az S felületen vett nem azonosan zérus Christoffel szimbólumok számítását 
tekintjük at: 


Og 





091 
j Fata (ori +sin s" ip— R is) = (-sinz i +cos x! i2) = 
Ox} Ao E 2 3 R 1 2 
1 1 
m A> (- sin! iy +cos z! i2) : R (—sin xt 11 +cosz! i2) = RA 
2 
g2 
(A.76b) Th = 82,1 .g! = oe = 
= De (R cos at i + R'sin z' ig +is) me (— sing! i +cos x" i2) = 
Ox} Ao 1 2 3 R 1 2 
R 1 R 
=F ir ij +cos zt in) -z (sina? i, +cos x1 i2) EF 
i 2 
Ogi 
A.76c) T?, = gt — 081 2. 
( c) 17-811 8 özi g 
0 1 
E ‘gore (—sina* i} +cos xt hhi (R' cos a! i +R sina! in tiz) = 
1 RR! 
= R(— cos q! i; —sinz! ig) <5 - (R' cos a! ii +R singt in +is) 2 A 
2 2 
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gz 

















2 2 on. 
(A.76d) 39 = g3,2°8 =z 8 = 
ð 1 Tés $ le fa 1 / le Jos l.e : 
= I Ay (cos x i +sin x` i2— R is) EF (R cosx i +R sing in + i3) = 
1 1 1 
-f (5) (cos x! i, +sin z! ip — R’ is)-z Cseh (R' cos x! iy + R’ sin 2! iz +i3)= 
— 
—R'R"/A4 R" /A2 
IpI 1 IN2 
1 
= [zy (cos x? i, +sin z! i) — oP 1— (=) wha (R! cos x! i; + R’ sin z! ip +i3) = 
-AR R" e CN R" CESE o R" 
A3 (42)? A2 (Ag)? \ \ A2 Ay (42)? 








(A.76e) TÌ = g11:g? = 081 p= T (— sin z! ij +cos a! i2) } .g? = 
x£ 





Ox! 
le ‘ Le 1 le ‘ te le R 
= R (— cos xt ij —sin z i2): — (cos zt iy +sin zt iz — R' iz) = — — 
Apo Apo 
0g2 ð 1 . i 
A.76£ rè = . Sa S, 3— a RÉSEKET R’ 1 R' 1: . . 3 
( ) Too = g22°8 72 8 Da Ay (R' cos 2* i; +R’ sin 2* ig +iz) -g 
-1 (3> (R' cosx iy + R' sin a* ig +i ae T (cos xt ij +sin xt i) p-g? = 
dz? Av 3/ © A \ dz? 
-R'R"/A3 R" /A2 
R" R! 2 R'R!" 1 
= (Aap 1 — (=) (cos xi 11 +sin xi i) =a AL | ‘, a (cos xi i +sin q! i -R iz) _ 

















R" R 2 R" R 2 R" 
(42)? (3s) (42)? (Zs) A3 
A forgásfelületen a görbületi tenzorok mátrixai tekintetében a 
-+ 0 
-r3 — 
(A.77a) [bag] = Tag = | 0 ° x | 
2 
és a 
1 -RÈ 0 =el 9g 
A — Av — RZ 0 A2 TA tesz RA2 vr 


összefüggéseket kapjuk. A bazisvektorok P pontból a P pontba történő áthelyezésének tenzora 
az (A.77b) képlet felhasználásával számítható: 





E 7 5 1+ ggr’ 0 

(A.78a) [ga] = [Do —2b, |= 0 A 1— Brg? . 
2 
Ennek 
rile 0 
v R. £ 
(A.78b) u= | al 43 | 
A- R23 


az inverze. 
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Nyilvánvaló a a (9.85) és az (A.78b) képletek egybevetése alapján, hogy a P pontban a gt, g® 
és g’, g? bazisvektorok által kifeszített sik görbületi fősík, az első fősíkban pedig 





1 1 R 
A.79 bi = -— ———— Ray = RA = Ry 1+(R'? = 
( a Ray) RA» sa (1) ‘ at) cos az 
a főgörbület sugara, a második fésikban pedig ugyanilyen módon adódik, hogy 
10 R" A3 
2 2 
(A.79b) bő = ~ Ray = AB azaz Ry) = TR r 


Az első esetben Oy, a másodikban pedig Oy jelöli a görbületi középpontot az ábrán. 


B. FUGGELEK 


A gyakorlatok megoldásai 


B.1. 1. FEJEZET 


1. Gyakorlat: Lineárisan függetlenek az azonos ponthoz kötöttnek tekintett (közös alkal- 
mazási pontú) aj, a2 és ag vektorok, ha zérustól különböző a vegyesszorzatuk. Nem nehéz 
ellenőrizni, hogy a gyakorlat egyik vektorhármasa sem lineárisan független, mivel 


2 13 2 1 3 
[a1a2a3] —]5 10 2|=0 és [a1a2a3] =| 6 7 5/=0. 
6 3 9 9 10 8 


. Gyakorlat: Ha bázist alkotnak a g1, go és g3 vektorok, akkor zérust6l különböző a 
vegyesszorzatuk : 


1 1 1 
Yo = [g18283] =| 1 1 2 |=-1. 
1 2 3 
A 
i, io ig 
x 
si SES ee 1 1 2 |=i +i2—i3, 
Yo 1 2 3 
11 12 i3 
x 
pe a s sz 1 2 3 | =i) —2ig+is3, 
Yo 1 1 1 
11 Ip 13 
x 
pe eae. 4. iS eae 
Yo 1 1 2 


reciprok vektorokkal 
a! =a-g' = (61, + 9i2 + 14i3) - (i1 tig —i3) —6+9-14=1, 
a? =a- g? = (6i, +9i + 14i3) - (i, — 2i2 +i3) — 6—18+14=2, 
a? = a- g? = (61, + 9ig + 1413) - (—i1 +i) = -64+9=3 





a keresett három koordináta, azaz 

a = agı +a°g2 +a7g3 = g1 +282 + 3g3. 
. Gyakorlat: Ha lineárisan összefügg a bı és bə a háromméretű térben, akkor fennáll az 
Aa; +4a2 + 2a3 = k (ay + a2 — a3) . 


egyenlet, amelyben a A és « ismeretlen. Szorozzuk át ezt az egyenletet skalárisan az aı, 
ag és az vektorokhoz tartozó aj, aj és a3 reciprok vektorokkal — mivel bázist alkotnak 
az aq, ag és az vektorok, létezik az aj, aj és a3 reciprok vektorhármas —, és használjuk 


ki, hogy 
x Jl isj, 
aaj! 4 TAJ: 


Három skaláregyenletet kapunk: 
A-K=0, 4-AK=0 és 24+K=0. 
149 


150 


B.2. 2. Fejezet 


A harmadik egyenletből « = —2, ezzel az első egyenletből A = —2. A kapott megoldéspar 
teljesíti a második egyenletet is. 


4. Gyakorlat: Bázist alkotnak a g1, go és g3 bázishoz tartozó és az (1.18) képletekkel 


értelmezett g!, g? és g? reciprok vektorok a háromméretű térben, ha a 
cig! tog? tcg’ — 0 


egyenletnek csak triviális megoldása van a ci, C2 és c3 állandókra nézve. Átszorozva a 
fenti egyenletet gx-val, és kihasználva a g,-g! = ől összefüggést azonnal kapjuk, hogy 
cx — 0. Ez egyben az állítás igazolása. 


5. Gyakorlat: Vegyük észre, hogy Jy. a Ai, Az és A3-at adó 


A1gi + A2g2 + A2g3 = 0 


homogén lineáris egyenletrendszer determinansa — lásd az (1.39) összefüggést tartalmazó 
bekezdést. Mivel ez nem zérus csak triviális megoldás van a A1, Az és Az skalárokra. 


B.2. 2. FEJEZET 


1. Gyakorlat: 


i. af =aj+as+a3; 
ii. amnb” = am1b! + Amb” +am3d°; 
iii. € Gry =C Bint Caon + asn; 
iv. Camm — ez a kifejezés hibás; 
V.  axkbP9 = (a11 +a22 +033) P3; 
vi. Grd!" = ab! + a19b2 + a43b!8 + a,b?! + aggb?? dig + az2b?? + 433038 ő 
vii. ae = aye” J a ae + are; 
viii. ej ajg = es (a23 = a32) +e?31 (azı = a13) + ev (a2 = a21) = 
= (a23 — a32) + (a31 — a13) + (a12 — a21) . 


2. Gyakorlat: 


i.-ii. Tekintettel arra, hogy a néma indexek átnevezhetők a második kifejezés esetén 
fennáll a d, a," =a," dn összefüggés. A kifejezés jobboldala csak a szabad indexben tér 
el az első kifejezéstől. Mivel a szabad index tetszőleges lehet a két kifejezés ugyanazt a 
mennyiséget adja eredményül. 

iii.-iv. Mivel a néma indexek átnevezhetők a iv. alatti kifejezés tekintetében fennáll, 
hogy arsc" = amnc"". Ez azt jelenti, hogy a iv. alatti kifejezés, valamint a 72. alatti 
kifejezés értéke egyaránt ugyanaz a skalár. 


3. Gyakorlat: 


Az összegek alkalmas kiírása igazolja az állítást : 
ay bb! =a bp! + a22 bb? + a33 pee 
we we Ww 
+ (a12 + a21)b1b? + (a23 + a23)b7b° + (a31 +a43)b°b' =0. 
=0 =0 =0 


4. Gyakorlat: 


Jelölje d a bx c szorzatot: 





d = dpg? = bx € = EpgrbI c gP . 





Felhasználva a fenti képlet jobboldalát, valamint az (1.29) összefüggést, írható, hogy 


ax (bxc) = ax d = e” Pasdpgn = e Pepgrasbic gn = 


= gy QsbIC En = (575° — 6755) asbicC gn = (arc b" —a,b*c") gn 
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Ha ezt az eredményt megszorozzuk skalárisan gķ-val és átnevezzük az s néma indexeket 
r-re, akkor az igazolni kívánt eredményt kapjuk: 


[ax (b x c)]-g, = (arc b” —agb*c”) gnk = Arc" by, — arb" cy . 
Szimbolikus írásmódban: 
ax(bxc)=(a-c)b-(a-b)c. 


Ez az eredmény az alatti kifejtési tétel igazolása. 
A 4. Gyakorlat második egyenletének helyessége — a kifejtési tétel alatti alakja 
— hasonló módon igazolható. 
5. Gyakorlat: 
A vektoriális szorzások, majd pedig a skaláris szorzás végrehajtása után használjuk 
ki az összefüggést, illetve a Kronecker-delta indexátnevezési funkcióját. Kapjuk, 
hogy: 


(ax b)-(cx d) — Oy dpe SC a Ems = arbk dre” Ems = 
= a,b,c” (önök = Srah) = apc" byd® — apd back . 


Ugyanez az eredmény a vegyes szorzat átalakításával szimbolikus írásmódban is megkap- 


ható, ha kihasználjuk az alatti kifejtési tételt is: 
(ax b)-(ex d) = [(ax bbxc]-d— = (a-c) (b-d)—(b-c) (a-d). 
6. Gyakorlat: Az 
ax b= Epgratb'g? , CX d= Eqyye’d"” g” 
és 
gh xg" = Pg, 


szorzatok, továbbá az (1.29) összefüggés, illetve a Kronecker-delta indexatnevezési funk- 
ciéjanak felhasználásával adódik, hogy 


(ax b) x (cxd) = Epgre?™ afb" Equwe'd’ gs = 
— ee 
5uds—d¥ds 
= Euwwda cd" bgs —Ervwb cd" b gs = 
= [acd] b— [bcd] a. 
Ezt kellett igazolni. 
7. Gyakorlat: Az (L.3b) kifejtési tétel szerint 
ax(bxc)=(a-c)b-(a-b)c 
és 
(ax b) xc=(a-c)b—(b-c)a. 
Mivel a gyakorlat egyik feltétele előírja, hogy 
ax(bxc)—(axb)xc 
következik, hogy 
(a-b)c=(b-c)a 
ahonnan 
b-c ; a-b 


a es a 


= E 
a-b b-c 
Eszerint kollineáris az a és a c ha teljesül a gyakorlat másik két feltétele is, azaz ha 


a-b #0 és b-c #0. 


T= 
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8. Gyakorlat: Nem nehéz ellenőrizni az (L.3a) kifejtési tétel értelemszerű felhasználásával, 
hogy valóban fennáll a Jacobi-féle azonosság: 


ax (bxc)+bx (exa)+cex (ax b) = 
= (a-c) b—(a-b)c+(b-a)c—(b-c)a+(c-b)a—(c-a)b=0. 


B.3. 3. FEJEZET 


1. Gyakorlat: Jelölje G?” a gpr adjungaltjat. Nyilvánvaló a (3.10); képlet alapján — az a 
betűk helyére megfelelő bettinagysdgban g-t, la,,| helyére go-at kell gondolni —, hogy 





(B.1) Jo = Ipr GY" : 
Következésképp 
3go ogr” Og r 
B.2 = gyr — + G 22r 
( ) OgPg Her OgPq OgPq 
= 
= =62 


ahol a P rögzítettnek tekintett index. A képlet jobboldalan megadott értékek magyará- 

zatát az alábbiakban ismertetjük. 

(a) A jobboldalon álló utolsó deriváltnak csak p— P-re különbözhet az értéke a zérustól. 
Ennek alapján nyilvánvaló a 


O9pr _ za 
OgPq i 


összefüggés helyessége. 
(b) Ha azt is figyelembe vesszük továbbá, hogy az GP?" adjungált p = P esetén nem 
tartalmazza gp,-t akkor azonnal következik, hogy 
ogr” 
g™ 0 
OgPq 





Fentiek alapján átírható a (B.2) összefüggés : 


099 
B.3 —— = GP" 54 = GPs. 
(B.3) T 


Ha még a 
GPI = gag” 


összefüggést is felhasználjuk — ez az adjungált és az eredeti tenzor közötti kapcsolat, 
melynek felírása során kihasználtuk azt a körülményt is, hogy szimmetrikus a metrikus 
tenzor —, akkor azonnal megkapjuk a ((B.3)-ból az igazolni kivánt 


go 7 pg 


B.4 — go 
(B.4) Dona Jo9 


egyenletet. 
2. Gyakorlat: Az igazolni kivánt képlet azonnal adódik az 1. Gyakorlat eredményének, 
azaz a (B.4) összefüggésnek felhasználásával : 


Oln go 1 099 








1 
Z = — gogP1 = gP?. 
Ogpa Jo Ogpa Jo ° 
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B.4. 4. FEJEZET 


1. Gyakorlat: Legyen v = wg’ = v" g, tetszőleges vektor. A gyakorlat állításainak helyes- 
sége azonnal következik a 


Of gk Og" (ugr) = geg gro" = végy =v 
bune ——” 


v £ 
és 
9" gr ge (gr) = 9" gk ge gru” = g" Ger BRU" = v" Br = v 
— m San s 
v Ger ok 
Atalakitasokb6l. 


2. Gyakorlat: Az állítás igazolása a (4.32) képlet alkalmas átalakítását igényli: 
‘dpi = ty apr Òg bit? = ty? apr ty Ta t? = 
og 
=t apr ty Tq” Dti =akyb”g. 
la ee 1b B; 


Ezt kellett igazolni. 


B.5. 5. FEJEZET 


1. Gyakorlat: Ahhoz, hogy az a? és ba sokaságok ugyanazt a vektort jelentsék az (x) 

görbevonalú KR-ben a 

a” gp = bag’ = bag” gp , 
vagy ami ezzel egyenértékű a 

bag! = aP gp = aP gpg! 
összefüggésnek kell fennállnia. Ha az első egyenletet g7-el, a másodikat pedig g,-el skalá- 
risan átszorozzuk, akkor kihasználva a jól ismert gp: 8” =0, és 81-8, = ôd összefüggéseket 
és indexátnevező operátorként működtetve a Kronecker-deltát kapjuk, hogy 

a =bg" és bs = 07 gee: 


Ez az eredmény az indexemelés, illetve süllyesztés szabálya — ez a szabály kapcsolja tehát 
össze a aP és ba sokaságokat, ha azok ugyanazt a valódi vektort jelentik. 

2. Gyakorlat: Ahhoz, hogy az apq és bp" sokaságok ugyanazt a másodrendű tenzort je- 
lentsék az (x) görbevonalú KR-ben az 


apg” Qg’ = b, gB" Q Br 
összefüggésnek kell fennállnia. Ha ezt az egyenletet balról gķ-val, jobbról pedig gr-el 
skalárisan megszorozzuk, és kihasználjuk a jól ismert gx: g? = 62, g1- ge = 0}, gr: 8e = gre 
összefüggéseket, valamint indexátnevező operátorként működtetjük a Kronecker-deltát, 
akkor apjuk, hogy 


ake = b,’ gre - 
Hasonló gondolatmenettel mutatható meg, hogy a 
akt = Jkpg 
és 
Ake = gkpd" 1 Gye 
összefüggéseknek is fenn kell állnia. A fenti képletek az indexemelés és süllyesztés sza- 


balyai - ezek kötik tehát össze a apq, bp”, Pa és a dP! sokaságokat, ha azok ugyanazt a 
másodrendű tenzort reprezentálják. 
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B.5. 5. Fejezet 


3. Gyakorlat: A 


cSt 


mn em In — P of — r Mryn pa 
eT re rÈ B Tp aI 

átalakításból azonnal következik, hogy valódi tenzor a g?? metrikus tenzor. A fenti képlet 

a kovariáns metrikus tenzorokkal kapcsolatos (5.5) alatti összefüggés párja. 


. Gyakorlat: Az 








i uv = (g" x 'g”) Jg” = Og" og” 98" 

OxP OxI Ox" 
átalakításból azonnal következik, hogy valódi tenzor a kontravariáns ¢?2" tenzor. Ez az 
összefüggés egyébként a kovariáns permutációs tenzorral kapcsolatos (5.6) alatti egyenlet 
párja. 


D T — tt r 
( xg1)-g = Tp Tq Tr gPa 


. Gyakorlat: Az előző, azaz a 4. Gyakorlat megoldása szerint 


1 2 3 
=B l x'g’) 3 08 087 08 





— D q T= 
s = 8 xe) 8 = 
a BaP Dat Dar | ) 
nE oes por — -1 2.3 por 0. L| ~ 0 
=f, 6° =T l Tp ¢ =| Y : 


Következésképp "9" Æ 9", ami azt jelenti, hogy nem valódi skalár a 99. 


A fenti eredmény átírható a 
ty? = tM 9. M=-1 


alakba -¢=1/r=1/ eae Ez a képlet az (5.7b) alatti képlet párja. 


. Gyakorlat: A 4. Gyakorlat megoldása alapján írható, hogy 








tv. tol aan __ (lou LW PFE.: __ 
EWY = e — (g" x'g) g" = 
oE” OE? OEY 
= p q s a Uv Ww) par . oO, UUW par 
= —— Xe!) ETT 7, E" EBET Ta T, E 
Dar Oat Oa | ) P q r HALT 
Következésképp 
y M 
uvw _ | Uu V Ww Par — M u v w pgr = 
e = ep Ty te € t Tp lg Te € M=1 


Mivel 99 Æ 7° azonnal következik a fenti képletből, hogy pszeudotenzor a felsőindexes 
permutációs szimbólum. A fenti eredmény egyben az (5.8) alatti összefüggés párja. 


. Gyakorlat: A 


9 =([g' g’ g] = gg” g” [ex gegm] = 


g° 
= gik gg epom = gik game.) vy = > 
a 
g° 
átalakítás szerint 
2 
Y =g. 
Következésképp — tekintettel a 9" Æ 7° egyenlőtlenségre — fennáll, hogy 97 4 g°. Ez azt 
jelenti, hogy nem valódi skalár a g°. Mivel go =1/g° azonnal adódik, hogy a go sem valódi 


skalár. 


. Gyakorlat: Legyen az a és b két tetszőleges vektor. A gyakorlat állításának helyessége 


azonnal következik az 
a-b = apb" = apôfb = apt ET Eb! = apt Fro’ ='a,'b° 
ma hasa al 
5k las 1ps 


átalakításból. 
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9. Gyakorlat: Az igazolást csak másodrendű tenzorokra vazoljuk ugyanis a gondolatmenet 
minden más esetben változatlan. Legyen af és bf két valódi másodrendű tenzor. Ez 
esetben nyilvánvaló, hogy 


',qg—, 44k ag 4 ng —_p lek 
a" = ag tp Tg és b,? = by ty Te 


Legyen továbbá a és 8 a két súly. A gyakorlat állításának helyessége az előzőek alapján 
írható 


ala! + Bot = aaft Pr + Bokt ET? = = (aag + Bbk) ag 


összefüggés következménye, hiszen ez világosan mutatja, hogy a vonatkozó transzformáció 
szabályai a súlyozott összegre is érvényesek maradnak. Vegyük észre, hogy a kapott 
eredmény összhangban van az (5.3) összefüggéssel. 

10. Gyakorlat: Legyen a; ír és bsg két valódi tenzor. Ez esetben fennállnak a 


I, vw er A / S 
Qa A a és bmn = begtátn 


összefüggések. Tekintsük elsőként az a 9" "bun— c", skaláris szorzatot. Nyilvánvaló, hogy 


I, v 1, vw lr, k v w s 
Ga~ üg bon = ük un m Usd = 





£ k Lk 
= ük Ae To” T lg bsq ty = ük i brq ty Tg” ta = Ck qtu To” ta : 


6,8 £ 
r Ck q 


Kiolvasható innen, hogy a tekintett skaláris szorzat — lásd az aláhúzott képletrészeket 
— eleget tesz a vonatkozó transzformációs szabályoknak. A gondolatmenet a két tenzor 
más skaláris szorzataira (más index összeejtésekre) is változatlanul alkalmazható. 

Ugyanilyen módon mutatható meg, hogy a ha." bmn ='d, Y, n szorzat esetén fennáll 
a 


C2 baa bate a n Eta 


Id vw dér 
sq 


egyenlet. Ez azt jelenti, hogy két valódi tenzor tenzoriális szorzata is valódi tenzor. 
11. Gyakorlat: Ha a ck = axed’ szorzatba helyettesítjük a ck és bf-hez tartozó cK = 
=ceKs/Vg** és bt = bd"? /\/G;, fizikai koordinátákat, akkor kapjuk, hogy 


3 <L> 3 KK 
C<K> b g <L> 
ez = J AKL azaz, hogy CeK> = J AKL b : 
g L-i VILL S y 
e+_ -_——S 


a<KL> 








Innen azonnal adódik az igazolni kivánt 


KK 





Q2<KL>>=@KL ae 


összefüggés. Ami a baloldali fizikai koordinátákat illeti a fenti gondolatmenettel kapjuk 
a de = b* axe szorzatból a 





3 <K> 3 LL 
Naa Doo aKL —> deps= `> dagr 2 
K=1 IKK 
a<KL> 
vagyis az 
LL 


a<KL> = KL are 
KK 


eredményt. 
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(B.5) 


(B.6) 


B.6. 6. Fejezet 


12. Gyakorlat: Az előző gyakorlat megoldásának gondolatmenet alapján indulva ki a c? = 
= aP4b, szorzatból írhatjuk, hogy 





c<P> 3 2 b 3 

_ Q 5<@Q> h <P> _ 9 PQ IPP, 

= a ———— azaz, hogy c = a “OQ <Q>- 
VIP ga vg Q1 I 


a<PQ> 


Innen azonnal következik a jobboldali fizikai koordinátákat adó képlet: 


<PQ> _ „PQ /9PP 
a =a 990 , 


Ami a baloldali fizikai koordinátákat illeti nem nehéz a fentiek és a d1 = bpa?? szorzat 
felhasználásával ellenőrizni, hogy helyes a 


<PQ> _ PO /[9QQ 
a =q g 


összefüggés. 


B.6. 6. FEJEZET 


1. Gyakorlat: Az igazolást csak a (6.2a)1 esetre ismertetjük. A (6.1) képlet alapján zérus 
értékű kell legyen a (6.3) különbség. Az idézett különbségben a kivonandónak 


k a al k r) e k 
uP gp: (ance ag ) -w'gg = vb» ape GW! = VP apqwt = Wagu! = w? ô, ake Ôg vi = 
e “Sea 4S 


£ 


A gpg! gk-gq 


=| w” Bp (ax g ag) nee 84 
kisebbítendőnek pedig 
w’ gp’ (ar g" ag") -ulg, |= wF (a) i div! = w” (a) pa vt 


az értéke. Mivel zérus az idézett különbség teljesülnie kell egyrészről a keretezett képlet- 
részek alapján írható 


w: [AT — arı g og] ‘v=0, 
osszeftiggésnek, másrészről pedig az aláhúzott képletrészek alapján adódó 
Wp (a") 4 vI — wP agp Yg =0 
egyenletnek. A egyenlet csak akkor teljesülhet tetszőleges v és w esetén, ha 
AT =ay g'Qg". 


Vegyük észre, hogy a fenti képletben az A tenzor előállításához képest — lásd az első 
kapcsos zárójellel megjelölt képletrészt a jelen megoldás első képletében — fordított a 
bázisvektorok sorrendje a jobboldalán (a bázistenzort alkotó diádban). Követke- 
zésképp azt a szabályt olvashatjuk ki a képletből, hogy az A— axg" 9g“ alakban írt 
másodrendű tenzor transzponáltja is úgy kapható meg, hogy felcseréljük a bázistenzort 
alkotó diádban a bázisvektorok szorzási sorrendjét. Tömören: a transzponálás művelete 
a bázistenzort alkotó diddok szorzási sorrendjének cseréje. 

A másik két esetben részint a [6.1.1] szakasz gondolatmenetének (lásd a tenzor ((6.2a)3 
alatti alakját) alapján, részint pedig fentiek alapján (lásd a tenzor (6.2a)4 alatti alakját) 
látható be, hogy a transzponálás művelete ezekben az eseteken is a bázistenzort alkotó 
diádok szorzási sorrendjének cseréje. 
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(B.8) 


2. Gyakorlat: A transzponaltat értelmező (6.1) egyenletet baloldalat tekintve a 


k e k e k e 
v-A-w=v" gk: (ap 8" 981) -w ge = v" ape W = W" akt 
SS —S — —-— 


A 

a jobboldalt tekintve pedig a 
w:Al.v=w* Ek ((a7) pa g og!) ge =w" (a) ke vf 
S kk] 
AT 

összefüggés áll fenn. Az aláhúzott részek egyenlőségéből tekintettel w" és v" tetszőleges 
voltára adódik, hogy 

(a") ke — aek - 
A másik két esetben a fenti lépések értelemszerű alkalmazásával kapható meg a kivánt 
eredmény. 


. Gyakorlat: Valódi vektor a kérdéses 


a)s 1 TS 
d™ a= dqr 


vektorinvariáns, ha (£) KR-beli 


qo w 


1 
= = Ipuvw ‘day 
értelmezése, megegyezik a d(9 5 vektor 
rag) w do Sg% 


transzformáltjával. A vonatkozó transzformációs képletek alapján az elérni kívánt ered- 
mény adódik: 


1 
qo) w = Ipuvw [du Z a TT VT t Mt, dmn = 
nai Up M7 VE n esd „v larsq rY — qos, 
2 q "u r “v MN " s 2 gT "s s ot 


öm or 


Ez egyben a gyakorlat állításának igazolása. 


. Gyakorlat: Ha a (6.24) képletben az eleve ferdeszimmetrikus s,, tenzort gondoljuk a 


dim] helyére, illetve az Spq tenzor s(DT vektorinvariánsát a d(2T helyére akkor értelem- 
szerű betűcserékkel írhatjuk, hogy 


-a (a)r 
Spa = —EpgrS > 


Nyilvánvaló az epp, = 0 (P = 1,2,3) egyenlet alapján az 
$11 = 522 = 8533 = 0. 
képletek helyessége. 


Kihasználva a továbbiakban a Epgr = \/Go€pgr összefüggést, valamint a permutációs 
szimbólum tulajdonságait írhatjuk, hogy 


$12 = —/Goe1238' = -gs ; $21 = —521 , 
$13 = —/Goe1328')? = yp? , $31 = — 513, 
803 = —/Goe2318! = — gos? , 832 = — 893 . 
Következésképp 
0 —s(a)3 9(a)2 
[spa] = V90 as 0 —3(9)! 
—g(@)2 (a)l 0 


Ezt kellett megmutatni. 
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B.6. 6. Fejezet 


5. Gyakorlat: A gyakorlat állításának helyessége azonnal következik az 


d" = do ől = apie = Te dF i = dy” 
of 


s 


átalakításból. 


. Gyakorlat: A (6.30a) összefüggés helyessége azonnal következik az értelmezés alapján 


írható 
trD=I.-D=d/ 
képlet és az ugyancsak az értelmezés alapján írható 
tr DT =a DT = a = gt do Jsk = sk gt ae = déf 
£ 
65 


képlet egybevetésébdl. 
A (6.30b) összefüggés helyessége azonnal következik a 


tr (D+S)=TI.-(D+S) =1--D4+I--S=trD+trS 


Atalakitasbol. 


. Gyakorlat: A (6.30c) képlet baloldalanak átalakításával kapjuk az igazolni kivánt ered- 


ményt: 
tr (D-§)—I-- (D-S) = dpe s" = s"*dyg =I- (S-D) =tr (D- S). 


A (6.30d) képlet esetén az alábbi átalakítások igazolják az egyes képletrészek helyes- 
ségét : 


Lk Lk 
tr (DS) = de (s*) = s“ dre = (57)  (d*)y = 8 (d7)y, = 


— am 
1912 ST- pT tr (5.DT) 
= (10) 9, 8 = (87) dee. 
— — [e— 
tr (DT-S) tr (ST-D) 


. Gyakorlat: Értelmezése szerint 


a-b = |a|- |b] cos y 


a skaláris szorzat értéke, ahol y € [0,7] a két vektor által bezárt szög. Mivel |cos y| < 1 
nyilvánvaló a fenti értelmezés alapján a bizonyítani kívánt 


|a: b| < lallbi 


Schwartz-féle egyenlőtlenség. 


. Gyakorlat: Nyilvánvaló, hogy az 


f(x) =(D-2S)-. (D-—2S)=D--D-2D.-S+2’S.-S 


függvény értéke pozitív, illetve speciális esetben zérus. Következésképp az f(x) = 0 má- 
sodfokú egyenletnek vagy két komplex, vagy speciális esetben egy kettős valós gyöke van. 
Ez csak akkor lehetséges, ha az egyenlet d diszkriminánsa vagy negatív, vagypedig zérus : 


d=4(D--S)*—4(D--D)(S--S) <0. 
Innen azonnal adódik a bizonyítani kivánt 
|D-- S| <|D||S| 


egyenlőtlenség. 
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10. Gyakorlat: A (8.9) alapján indexcserékkel felírható 


mM mst jak 
Ap" = 5 etjke ag a, 


összefüggés, valamint a (3.10)3 alapján ugyancsak indexcserékkel felírható 
A m 
L4 m 
an — = 6 
ie re 
képletek egybevetése alapján adódik, hogy 


A,” 1 
-1l\) m _ E — „pmst j,k 
a ~j" = — = —— eke" al a”. 
( ) jas’ | 21 Jau”| J S t 





Ezt kellett igazolni. 
11. Gyakorlat: Nyilvánvaló az előző képlet alapján, hogy 


1 i 
—1\m t k 
(a ) one | a] e" erjk as a"i. 


12. Gyakorlat: Azt kell megmutatni a f6tengelyek által alkotott KR-ben, hogy fennáll az 
A? — Ay A? - Ari A— Ar11I—-0 


egyenlet. Jelölje rendre A; és n; az A tenzor i-edik sajátértékét és sajátvektorát. Nyil- 
vánvaló, hogy 


3 3 
(B.9) A— ) An on; , A? =Y dn; @nj, 
1-1 1-1 
3 3 
(B.10) A’? =X Amnon; à I-X non; 
1-1 1-1 
és, hogy 


Ar =i +r2+A3, Arr = A1A2+A2A3+A3A1 , Arrr = A123 . 
A fenti egyenletek helyettesitésével kapjuk, hogy 
A? Ar A? Arr A — ArriI = 





3 
s >. [A? (A1A2 4HA2A3 +4 A3A1) e+ (AyA2 +r2A3 +31) A; — A1à2A3] xn. 
4=1 





Ha i = 1, akkor azonnal adódik, hogy az n; 9 n; tag együtthatója zérus: 
AZ — (Ai +2 +3) AZ + (AyA2 +A3A1 +23) Ay — AyA2A3 = 0. 


Ha i=2, vagy i = 3, akkor ugyanilyen módon adódik a vonatkozó együtthatók eltűnése. 
Ezzel igazoltuk a Caley-Hamilton tétel fennállását a főtengelyek KR-ében. 

13. Gyakorlat: A gyakorlat állítása azonnal adódik a Caley-Hamilton tételből, ha 
átszorozzuk azt A71-el. 

14. Gyakorlat: Legyen a B és a C két másodrendű tenzor. Ezekre szorzatára nézve fenn- 
áll, hogy 

(B-C) — CT. BT. 
A további gondolatmenetben úgy alkalmazzuk majd ezt a szabályt, hogy arra külön 
nem hívjuk fel a figyelmet. Ki fogjuk azt is használni, hogy a szimmetrikus A tenzor 
transzponáltja önmaga: A — AT. 
Az A tenzor második hatványát tekintve írhatjuk, hogy 


(A?) — (A. A)T = AT. AT — A.A — 42. 
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Ezek szerint szimmetrikus tenzor a szimmetrikus tenzor második hatványa. Tegyük fel a 
továbbiakban, hogy szimmetrikus az A" tenzor (s 2 2). Megmutatjuk, hogy ez esetben 
szimmetrikus az A tenzor s+ l-edik hatványa. Elemi átalakításokkal adódik, hogy 


(A5t1)T = (A. A)T = AT .( A9JT = A. AS = AM, 


Ezt kellett igazolni. 
15. Gyakorlat: A megoldást a feltett kérdések szerint tagolva közöljük. 
1. A tenzor szimmetriájának ellenőrzésére számítsuk ki a kontravariáns koordinátákat 


(összetevőket) : 
104 30 0 10 0 104 120 0 
[B] = [B™ 9%] =| 120 40 0 0 4 0}]=/] 120 160 0 
0 0 48 00 1 0 0 48 


Mivel B™” = B"" a tenzor szimmetrikus. Megjegyezzük, hogy ugyanez az eredmény 
azonnal következik a 


BT =(F-F")’ =F-F"=B 
Atalakitasbol is. 
2. A B tenzorral kapcsolatos karakterisztikus egyenlet az 


104—A 30 0 
— [BP -àP ]——] 120 40-A 0 |=(A—48) 
0 0 48— A 


= (A— 48) (A? — 144A +560) = 0 


104—A 30 
120 40-2 


alakban írható le, ahonnan 
A, = 140, Az = 48 és A3 = 4 


a három sajatérték. Következőleg pozitív definit a tenzor és így van négyzetgyoke. 
3. Nyilvánvaló [B""] szerkezetéből, figyelembevéve a gyökök sorrendjét, hogy a g3 irány 
a második főirány 


Az első főirányt adó 
vektor a 


egyenlet alapján felírható 
(104— 1) n'+30n? =—36n'+30n?=0, 
(1) (1) (1) (1) 


vagy 
120n1+(40—21) n? =120n!-100n? 
(1) (1) (1) (1) 


egyenletekbél számítható. Az eredmény 


5 
ni=an?. 
(1) 6 (1) 
A féiranyok kölcsönös merélegessége miatt az is nyilvánvaló, hogy 
n? 0. 
(1) 
A féiranyokat kijelölő iranyvektorokkal kapcsolatos normálási feltétel szerint 


25 1 
k l 1 1 2 2 2,2 
= St eke a ae sző 
(i) Irt th (i) n (i) 922 (i) (= 5) (i) (1) f 
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ahonnan 
n? — EA és ni= un 
(1) V 34 (1) V34 
Végeredményben 
1 1 6 
n = — (5gı +6 = z (te +38") . 
i Ja s g2) — (e JE 


A harmadik főirány abból a feltételből adódik, hogy jobbsodratú kartéziuszi KR-t 
alkotnak a főirányok egységvektorai: 


1 1 
n = n x n = — (581 +6g2) xX g3 = —— 5E1328" +6£231g" = 
3) @ BD) V34 ( ) y 34 ( ) 








= V% (6g! — 592) = — (6g! —5g2) = —— (6g1—20g2) , g=. 
31 FB Vi36 1 
4. A főtengelyek KR-ében 
B=A,;non+4+Agnon+Azgnon = 


a) 0) O (2) (3) (3 ) 
=140n0on+48non+4non 
a) 4 (2) (2) (3) (3) 


a B tenzor diádikus szorzatokkal történő előállítása és 


=V140n0n+V48n0on+2non 
(1) (1) (2) 2) BB 


a tenzor négyzetgyöke, hiszen 
V-B. 


5. Az (x) görbevonalú KR-re térve át írhatjuk, hogy 


WAEN 6 
Ve CEN Ge + Se?) 1 V48g30g?-k 


v140 


31 (25g) +30g2) + 


+o (6g1 — 20g2) o (6g'— 5g”) = ae 


y 3v 140 
68 


a 


68 + (36g: = 1209.) be ogi + 





5 
(5g1 + 6g2) — 68 (6g1 -206)} og’ + V/48g30g° 


azaz, hogy 


68 Sit eg 
15/140 — 30 18/140 +100 
T paa, | og’ + V/48g3 og? i 


aas, __ 60,V 140 — 120 «| i 
= — ——— g2 og + 


68 : 68 
Kovetkezésképp 


50/140+36 15/140—30 0 
68 68 
[Ve | = | 60v140-120 1871404100 ọQ 
q 68 68 
0 0 V48 


162 B.7. 7. Fejezet 
és amint az némi számolással ellenérzésként adódik: 


50V140+36 15v 140-30 0 


68 68 
IV" Vi, | = 60140-120 18y 1404+100 0 x 
0 0 +v48 
50/140+36 15./140—30 
SS ae 0 104 30 0 
60V140—120 18,/140+100 0 = | 120 40 0 SB ls 
68 68 a 
0 0 +V48 MMos 
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1. Gyakorlat: Nem nehéz ellenőrizni — mindkét tenzor szimmetrikus —, hogy 


2/3 2/3 —1/3 100 
ÖS =Q =Q Sj 2/8 -1/3 2/8], Q,Qi=Q?=|]01 0], 
1/3 2/3 2/3 001 
2/3 2/3 —1/3 
det (Q,) = 9/3.21/3 23: =i 
1/3 2/3 2/3 








és 
1/2 1/2 2/2 100 
-1_QT _ = T ON 
Q7*=Q⁄=Q,=| 1/2  1/2 -v2/2}, Q,9,=Q5=|0 1 0], 
f2/2 —/2/2 0 0 0 1 
1/2 1/2 2/2 
det (Q,) = 1/2 1 —V2/2 |=-1. 
V2/2 —V/2/2 0 
Mivel negatív a két determináns egyik tenzor sem forgató tenzor. 
2. Gyakorlat: Nem túl nehéz ellenőrizni, hogy 
1 11 11 1 /1 1 1 1 1 1 1 1 
det (Q) = — zta) ez Gata) i 
(Q) = (355 2/2 VZN N22 242 4 4 4 4 
Fennáll továbbá, hogy 
T sil, "ed 1 Le oE 
2 V3 2 2 2 Va 
T 1 1 1 1 1l = 
Qa 5. ye ii ice: az 8 
L 0 4 i T i 
v2 v2 2 2 V2 
i ee eres tbe 1 1 
2+3t3 4-374 TADS E 9 o | 
sg ieda a 1 1 = 
373t3 47374 Ma A 01 0f? 
E pe E S Lal 
2/2 2/2 2/2 2/2 2 2 0 1 
azaz hogy 


2 
al 
I 

a 
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Következésképp forgató tenzor a Q tenzor. A továbbiakban szükség lesz a Q tenzor 
ferdeszimmetrikus részére. Jelölje ezt S. Egyszerű számítással kapjuk, hogy 














1 mo 1 ear - (3+) - (2+3) 
S= (0-6) =, | 317 0 72 = 
Lg 1 0 
aT 3 2 
| 0 _ 1442 “| 
7 2 
s 14+V2 0 _1 P 
V3 1 4 | 
| 4 4 0 








Figyelembevéve: (a) hogy kartéziuszi az (y', y?, y®) KR (egységnyi tehát a metrikus ten- 
zor determinánsa), (b) és kihasználva a (B.8) képleteket kapjuk, hogy 

1 1 2 1 2 

q® = s(2) = sO, + 5)24, 4 sig = —1] — +v2, +v2, 

4 4 4 

a Q tenzor vektorinvaridnsa. Vegyük észre, hogy az egységnyi abszolutértékti 
v2. 
R 

vektor merőleges g(9-re, azaz benne fekszik a forgatás síkjában. Következésképp a for- 
gatas p szöge a 








cosp=a-Q-a 
Sa 





b 
képletből számítható. Fentiek szerint az elforgatott b vektor: 
1 lo _1 1+v2 
2 V2 2 2 
b= v2 1 1 ol E v2 _1-v2 f 
E 2 2 V2 2 1 2 2 
i 0 + 1 A. 
v2 v2 v2 
és ezen részeredmény felhasználásával azonnal adódik a kereset szög koszinusza és maga 
a szög Is: 
lt’ 





2 
1 1 1-2 1 
cosp=a-b=5 | 0 1 1 | siad -3(- Z, g) = oasr 007, 


1 


V2 
p = 1.096 056 817 radián = 62.79" . 


3. Gyakorlat: Legyen ortogonális a Q, és 02 tenzor. Ha a két tenzor összege is ortogonális 
akkor fenn kell állnia a 


(Q)+Qs)-(Qi+Qz) =I 
osszeftiggésnek. A képlet baloldalat átalakítva írhatjuk, hogy 
Q QI +Q QI +Q ADA: DA =I, 
e ~ 
I I 
vagy ami ugyanaz, hogy 
T+Q)-Q3 +Q Q3 =0. 
e ek] 
—I 


Az utóbbi egyenlet csak akkor állhat fenn ha a megjelölt képletrész a metrikus tenzor (az 
egységtenzor) ellentettje. Mivel ez a feltétel csak speciális esetben állhat fenn adódik a 
következtetés, hogy két ortogonális tenzor összege nem szükségképpen ortogonális tenzor. 
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4. Gyakorlat: A 


. . . . . T = . . . T . . T = 
(P-Q-R)-(P-Q-R) ee) 
=P.Q-Q’.P’=P.P' =I 
— 
I 
Atalakitasb6l azonnal következik a gyakorlat állításának helyessége. 
Jelölje W a P-Q-R szorzatot. Nyilvánvaló a képlet alapján, hogy 
Ww,” = P,” Q? RE = (WY, . 

Következésképp 

PQR, (W7) 


eH Ph, Rt. Ry Qu P” = 
— r— 
54, 
= PA e Pi SP P sfa 
£ 
54, 


Ez az átalakítás indexes jelölésmódban igazolja a gyakorlat állítását. 


. Gyakorlat: A számításokat az (y!, y?,y?) kartéziuszi KR-ben végezzük. Következik a 


P= Pe i* Qip tenzor értelmezéséből, hogy alkalmas sor (illetve oszlopcserékkel) diago- 
nálissá tehető a tenzor P mátrixa. Mivel a főátlóban ekkor mindenütt az egyes szám 
áll azonnal adódik, hogy egységnyi a tenzor determinánsa: det(P) = 1. Legyen továbbá 
M=M,°i'@i, tetszőleges másodrendű tenzor. Tegyük fel, hogy P,” =1 (P,”=0, q#4K). 
Tekintsük a T,°=P,"M,.° szorzatot. Nyilvánvaló a P értelmezéséből, hogy az MF? sor (az 


L-edik sor) a szorzat T, sora (a szorzat K-adik sora) lesz. Következésképp (Pp ha meg 


kell hogy egyezzen (PT) hi 2 P£ -val, mert csak ekkor történik meg visszafelé a sorcsere, 


azaz csak ekkor áll fenn, hogy (o>) ele = M,". 


. Gyakorlat: Mivel szimmetrikus a 


Q=I-2a®a 
tenzor fennáll, hogy 
Q-Q? = Q? = (I-2a@a)-(I-2a@a) = 
= I—2a@a-2a@a+4(a-a)a@a=I 
Sa 
=1 
Ez azt jelenti, hogy valóban ortogonális a Q tenzor. 
Indexes jelölésmódban 
0", = ő", = 2a‘ a) 
a kérdéses tenzor alakja, és a tenzor szimmetridjat is kihasználva fennáll, hogy 
KQ, = (8 — 2aëae) (8f, —2a'as) = 
= oF, 2a a, 2a a, H4 al ap atas = a : 


=1 





Ez az átalakítás ugyancsak a gyakorlat állításának igazolása. 


. Gyakorlat: Legyen ortogonális a Q tenzor. Nyilvánvaló, hogy 


Q?-(Q’)" =Q-Q-QT-QT=Q-Q"=1. 
I 


Ez azt jelenti, hogy ortogonális tenzor az ortogonális tenzor második hatványa. Tegyük 
fel a továbbiakban, hogy ortogonális a 07 tenzor — s > 2. Megmutatjuk, hogy ez esetben 
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ortogonális a Q tenzor s+ 1-edik hatványa. Elemi átalakításokkal adódik, hogy 
S S T S S S S S S 
(QH) (QEF) = (Q-Q) (Q-Q) -A- ADA (A =R (DA =I. 
I 


Ezt kellett igazolni. 
8. Gyakorlat: Tekintsük a QT -Q = Q- QT = I szorzat determinánsát. A determinánsok 

szorzástételét kihasználva írható, hogy 

det (QT - Q) = det (27) det (Q) = [det (Q)]? = det (I) =1, 
ahonnan 
det (Q) = 1. 
A továbbiakban vizsgáljuk meg — összhangban a Gyakorlat célkitűzésével, hogy ismeret- 
lennek tekintve az a vektort van-e a 
Q-a=ta 
feladatnak megoldása. Ha van, akkor fennáll a 
Q”-a =Q" (+Q-a)=+Q"-Q-a= +a 
< 


I 








egyenlet is. Vonjuk ki az utóbbi egyenletet az azt megelőző egyenletből majd osszuk 
el az eredményt kettővel. Tekintettel a másodrendű tenzorok ferdeszimmetrikus részét 


értelmező (6.18) képletre kapjuk, hogy 
1 
5 (Q-Q") -a = Qaz’ a=0. 
Jelölje qa a Q tenzor vektorinvariánsát. A vektorinvariáns birtokában átírható a (6.26) 
összefüggés szerint a fenti képlet : 
Qaza =qaXa=0. 


Ez az eredmény azt jelenti, hogy a gyakorlatban felvetett feladat a megoldása párhuzamos 
a Q tenzor qa vektorinvariánsával. 
Tekintsük a továbbiakban a Q ortogonális tenzorral kapcsolatos 


9-a—-— Aa, lal— 1 
[A a det (Q—AI) =0 polinom gyöke.) 


sajatértékfeladatot, amely A = +1 esetén megegyezik formailag a Gyakorlatban felvetett 
feladattal. Ha az a sajátvektor és a A sajátérték, akkor 
X? = Xa- a= \ìa-àa= (Q-a) (Q-a)=a-QT-Q-a=sa-as1, 


— 
I 





ahonnan valóban A = +1. 

Vizsgáljuk meg a továbbiakban az előjelek szerepét. 

Tételezzük először fel, hogy det (Q) = 1. Az alábbi és a viszonyok tisztázását célzó 
átalakításban (a) felhasználjuk, hogy a tenzor determinánsa megegyezik a transzponáltja 
determinánsával, (b) helyettesítjük, ahol szükséges a QT - Q = I képletet, és (d) alkal- 
mazzuk a determinánsok szorzástételét : 


det (Q — I) = det E = r” = det (QT — T) = det (QT -Q7 - Q) = 
= det [Q7 -(I—Q)] = det (Q7) det (I— Q) = — det (Q - T) . 
— e— 


det (Q)=1 


Mivel egy valós szám akkor egyezik meg az ellentettjével, ha a szám zérus fennáll a 
det (Q—ATI)|,_, =det (Q-I)=0 
egyenlet. 
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Tételezzük fel másodszorra, hogy det (Q) = —1. A fenti gondolatmenet ismétlésével 
kapjuk, hogy 


det (Q +I) = det q+)" = det (QT +1) = det (Q7+Q?- Q) = 


= det [QT -(I+Q)] = det (Q7) det (I+Q) = — det (Q +T) 
— 
det (Q)=1 
azaz, hogy 
det (Q—AD)|,__, = det (Q4+ 7) =0. 
A kapott eredmények a következő módon foglalhatók össze: 
Q-da= a; ha det(Q)= 1 [ekkor ugyanis A= 1] és 
Q-da=—-a; ha det (Q)=-—1 [ekkor ugyanis A= —1]. 
Vegyük észre, hogy fennáll a 





Q7- qa = Eqa 
egyenlet is. 
9. Gyakorlat: A megoldást tagoltan, a gondolatmenet lépéseit egymástól elkülönítve kö- 
zöljük: 
1. Első lépésben a C = Gs gog! = FT. F tenzort számítjuk ki: 


0 05 0 0 —0.8 -1.2 
[C] =((F7)*,F§]=| -3.2 0 2.4 2 0 0 |= 
—1.2 0 34 0 06 3.4 
1 0 0 
—] 0 4 12 
0 3 13 
2. A karakterisztikus egyenlet mostmár a 
1-A 0 0 
4—X 12 
— [dr A= AG? SS) 0 4-A 12 =0-0| 5 Pae 


0 3 13-A 
=(A— 1) (A?—17A+16) 
alakban írható fel, ahonnan 
A, = 16 és Ag =A3=1 


a három sajatérték. Következőleg pozitív definit a tenzor és van négyzetgyoke. 
3. Nyilvánvaló [C*] matrix szerkezetéből, hogy a gı irány főirány. Legyen ez, összhang- 
ban a továbbiakkal, a második főirány : 


(3) =g. 
Az első főirányt adó 
k 
n=n 
Qos 
vektor a 
IC? — dC? | n?=0 


egyenlet felhasználásával adódóan a 
(4—1) n2?412n?——12n?312n?—0, 
(1) (1) (1) (1) 


vagypedig a 


3n7?+(18—A1) n° =3n7?=3n? 
(1) (1) (1) (1) 
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egyenletekbél számítható. Az eredmény pedig: 
n? — n? . 


Mm 0 


A főirányok merőlegessége miatt az is nyilvánvaló, hogy 


A normálási feltétel szerint 


k a: Dai szó 3 292. 
fy mg gang ta gan Ta” = lotos) n R 


ahonnan 


Végeredményben 


TR + Beie Pek 2 
(i) a 83 V5 48 8 J. 


A harmadik főirány kihasználva az (1.27), képletet abból a feltételből adódik, hogy 
jobbsodratú kartéziuszi KR-t alkotnak a főirányok egységvektorai: 


n=nxn= = (go+g3) X g1 = = (c2138° +3128") = 
( V5 V5 
1 


1 
2 3 2 3 
= — — = 4g2 — : 
z (8 g’) zE g’) z (482 g3) 
4. A főtengelyek KR-ében 





C=\non+à2n0n +àåz3non = 


a) a) "BB BB 


=l6non+noni+non 


D @) BD @) 6) @) 
a C tenzor diddikus alakja és 


U=4non+non+non 


D @) @) @) (3) 68) 
a tenzor négyzetgyöke, hiszen 
U?’ =C. 
5. Az is nyilvánvaló, hogy 
U`'=-non+non+non. 
4a) @) @) @ () @) 
6. Az (x) gérbevonali KR-re térve at írhatjuk, hogy 


16 1 1 
U = = (g2+83)° Gere) FEJEST (4g2—g3) o (g7—g?) = 


4 1 
-giog + {= (g2+83) +5 (g-e) bog? 


16 1 
(ater? 


4 _ 3 
z zí g2 8.) bog 


azaz, hogy 


in f8 3 > [12 17 4 
U=giog + 582+ 583 og’ + 5 eet ses og”. 
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Következésképp 
1 0 0 
U” ]=ļ]0 è 2j, 
wrl=]o $ 2 
5 5 
és amint az némi számolással ellenédrzésként adódik : 
1 0 0 1 0 0 1 0 0 
U” Us]=]|0 8 2 0 § 2|=|0 4 121-IC"]. 
ae a el nae 
5 5 5 5 
Az is adódik behelyettesítések után, hogy 
pal l2, 3 1.1 Dr 328 
U7—-7(g2tg3)o( 78748] tgiog + = (4g2—g3)o(g7—g) = 
1 1 1 2 
=gi0g + zg (82 +83) +z (482— 83) og + 
1 1 4 
+ 5 (82 +83) — = (4e2—g3) og 
azaz, hogy 
17 3 3 2 
U-! = 1 Aeee nana 2 z2 4 3 
g10g {te a: bog íg 5827 583 og 
és 
1 0 0 
-nm] [od Z è 
lor |=|9 2 
0 -5 5 
Valóban 
10 0 1 : b 100 
jé e 0 5 = 0 35 -5 [-]010 
0 2 H 3 2 0 0 1 
5 5 0 — 30 5 


7. A forgató tenzor különböző alakjai pedig az alábbiak szerint számíthatók : 


0 -08 —1.2 
[Re] = [FS E 2 0 0 
0 06 34 
wwii 
[Ram] = [aze ołoļļ2 o0 
Goa) Meee 26 
DG 
IR," = [Rnsg"] = | 0.5 0 0 0 
a w al 
100 0 
[R] = [9"?R,”|=| 0 4 0 0.5 
001 0 


1 0 0 
17 3 
3 2 
0 -5 5 
0 —0.5 0 
=|2 0 ol, 
0 0 1 
5 0 0 —0.5 0 
ol|=|05 0 ol, 
1 0 0 1 
0 0 0 —-2 0 
4 0ļl=]05 0 0l, 
0 1 0 0 1 
—2 0 0 —2 0 
0 o0ol=]/2 0 0 
0 1 0 0 1 
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Ellenérzésként számítsuk ki az R- RT szorzatot: 


REAR Ta = [RR = 


0 —0.5 0 0 0.5 0 1 0 0 
=|2 0 0 —2 0 O}]=]0 1 0 
0 0 1 0 0 1 00 1 
Az (y) KR-ben 
[Rpa] = [é,"Ramt,”] = 
1 0 0 0 —0.5 0 1 0 0 0 —1 0 
=|0 2 0 05 0 0 02 0;/=]1 0 0 
00 1 0 0 1 00 1 0 0 1 
a forgató tenzor. 
8. Végezetül a V = F- RT képlet alapján kapjuk, hogy 
kE a = [FS Re] = 
0 —0.8 —1.2 0 0.5 0 16 0 -1.2 
=|2 0 0 —2 0 0J]J- 0 1 0 5 
0 06 34 0 0 1 —1.2 0 3.4 
amivel 
1.6 0 -1.2 1.6 0 -1.2 4 0 -6 
[v4 v; | =| 0 i d 0 1 0 |=] 0 1 0 
—1.2 0 34 —1.2 0 34 —6 0 13 
Másrészről, mivel V? = F -FT mód van az ellenőrzésre is: 
Let tye] = [rtn] - 
0 —0.8 -1.2 0 05 0 4 0 -6 
=|2 0 0 —3.2 0 24]/=] 0 1 0 
0 06 3.4 —1.2 0 34 —6 0 13 


Ezzel a feladatot megoldottuk. 


B.8. 8. FEJEZET 


1. Gyakorlat: Megmutattuk az [5] Fejezet 10. Gyakorlataénak megoldása során — a részle- 
teket illetően lásd a[155]o.-t — hogy valódi tenzor két tenzor tenzoridlis szorzata. Mivel 
valódi vektor az u" és mivel a kérdéses u" .. kovariáns derivált az u és nabla vektorok 
tenzoriális szorzata, akkor teljesül a jelen gyakorlat állítása, ha valódi vektor a V vektor. 
Ennek igazolását illetően visszautalunk a képletet követő bekezdésre. 

2. Gyakorlat: Azt is megmutattuk az [5] Fejezet 10. Gyakorlatának megoldása során — a 
részleteket illetően ismét lásd a[155]o.-t — hogy valódi tenzor két tenzor skaláris szorzata. 
Az előző megoldás gondolatmenete alapján azonnal adódik, hogy valódi skalár az ee k 
divergencia (azaz az u és nabla vektorok skalaris szorzata). 

3. Gyakorlat: Első esetben a (8:34), képlet értelemszerű felhasználásával, ezt követően 
pedig a parciális deriválások végrehajtásával — alkalmazni kell eközben a és 


összefüggéseket is — jutunk eredményre: 

k k k k k k k k 
Ôm = Oem + 6% Von =; Tim = =I m E ge +I im 8 8s tl lim =0. 
2 ôk 


(g*-ge) „n : PEE s 
Tk rk 


Lm lm 
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Második esetben a (8.34))3 és a képletek felhasználásával kapható meg a kívánt 


eredmény : 
tn = Geter — Ist! c= Iks! im = pe 85" 80 Tim Be 85—TÉmn9s5e— eats =0. 


(Sk'Be) m Jsk Jks 


. Gyakorlat: A (8.39) egyenlet kapcsán részletezett lépésekkel — alkalmazni kell eközben a 


harmadrendű kovariáns tenzorok kovariáns deriváltját adó összefüggést (ez a (8.37) képlet 
értelemszerű felhasználásával adódik), a szorzatderiválás szabályát és a képleteket 
— kapjuk, hogy 


par = par P Sqr q PST T P4S — 
E me E m +S mE ae Se att mae _ 


a 
[sr g18"] m 
= -Tin [g*g%g"| = Tán Ig?gg"] B Toi Ig? gyg"] + ene + Te + Eme” =0. 
— — a 


esar epsr epqs 


. Gyakorlat: Első esetben szinte szószerint követjük a (8.40); összefüggés igazolásának 


gondolatmenetét. Nyilvánvaló, hogy zérus a tetszőleges de egyébként állandó a=a?g, és 
b = b1g; (|a| £0, |b| 40 és c = a x b Æ 0) vektorok kovariáns deriváltja : 


a.m =O, bf, =O. 


Képezziik, kihasználva a szorzatderivalas szabályát a két vektor Cr =€ pg a? b1 vektorialis 


szorzatának kovariáns derivaltjat. Mivel állandó a c vektor teljesülnie kell a 
Crim = orn a? 09); > = 


= ppa p pi PH — P pd — 

=€ pgr;m a? DIFE pgr A.m Pegg? Oa = E pgr;m a Dt =0 
wo <2 
=0 =0 


egyenletnek. Az aláhúzott tag csak akkor tűnik el tetszőleges a? és b% esetén, ha 


E =0. 


pqr;m 


Ezt kellett igazolni. 

Második esetben a egyenlet kapcsán részletezett lépésekkel — alkalmazni kell 
eközben a harmadrendű kovariáns tenzorok kovariáns deriváltját adó összefüggést (ez 
a képlet értelemszerű alkalmazásával írható fel), a szorzatderiválás szabályát és 
a képleteket — kapjuk, hogy 


Ekér;m = Eklrim T Dear = I ónEksr E Deke = 
K—— 
[Seer] m 
=Vpmlgs8eSr] +l imlexes8r] +l rm [SkSe8s] —Vemeser —TemEksr —UrmEkes = 0 . 
——’ ——’ — a 
Eslr Eksr Ekls 


Vegyük észre, hogy ez az igazolás szinte szószerint megegyezik az előző gyakorlatban 
közölt igazolással. 


. Gyakorlat: Ha zérus a térgörbe «(s) görbülete akkor fennáll a (8.79); képlet szerint, 


hogy 
on 
l 
= — =Q. 
mp ós 
Ez azt jelenti, hogy állandó a görbe A érintője, azaz 
r(s)—ro=As 


alakú szimbolikus írásmódban a görbe egyenlete — ro a görbe s = 0 pontjához tartozó 
helyvektor. Ez egyenes egyenlete paraméteres alakban, a paraméter pedig az s ívkoordi- 
náta. 
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7. Gyakorlat: Megmutatjuk, hogy a kérdéses zérus torziójú (r — 0) térgörbe az 


r(€ 6) = ro HEA (50) FE (so) 
egyenletű síkban fekszik — ¿! és €? a sík egyenletének két paramétere, ro a térgörbe 
So Ívkoordinátához tartozó pontja, A (so) és v (so) ugyanitt az érintő és a főnormális. 
Nyilvánvaló, hogy az s ívkoordinátához tartozó görbepont helyvektora a 


r(a)= not | A(s)ds 


képlettel számítható. Tekintsük az sə ponthoz kötöttnek gondolt és az ottani kísérő 
triéder által kifeszített KR-t: a 
B1—A (50),  82=H(50), 83 =V (so) 


vektorok ortogonális egységbázist feszítenek ki. Jelölje a’ az erre a bázisra vonatkoztatott 


koordinátákat. Ebben a KR-ben 
A (s) = a'(s) gi 
a görbe érintő egységvektora. Vegyük észre, hogy a harmadik Frenet-féle képlet szerint 
— lásd a (8.89) összefüggést 
dv (s) 
ds 

Következésképp A (s) :v (so) = A (s)-g3 = 0, vagyis 

A (s) =a} (s) g1 +0°(8) g2 = a (5) A (50) +a? (5) u (50) , 


=—Tp(s) =0, azaz v (5) =v (5o). 





amivel 


r(s) = roA (s) | at (s) ds (so) | a (s) ds . 


——— a 
E1 (s) E1 (s) 
Az utóbbi összefüggésből azonnal következik a gyakorlat állítása. 
8. Gyakorlat: A kérdéses csavarvonalat az ábra szemlélteti. Az ábra m > 0 esetén 
szemlélteti a viszonyokat. 


ye 


2am 














A.1. Abra. 
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A (8.90) képlet alapján írható, hogy 








Č = —Rsingiy + Reos pin + mis, z = y R? +m? = állandó . 
p ~ 
Figyelembe véve másrészről, hogy 
d 
ds — Fa dy 


dy 
kapjuk, hogy 


= ds s 
ds = y R?+m™?d 3 97 f ee KE eee 
i pls) somo VR +m? VR +m? 
Az utóbbi összefüggések szerint 
ms 


s : A 
—— 12 + — is, 
R? +m? ? V R? +m? i 


r(s) = R cos sa i +Rsin 


VETT 
amivel 
dr 1 ( Re s s is donú ) 
————— | —- Rsin ———— ———— i + mi 
ds JP Fmt Vian m 
az érintőirányú egységvektor. A (8.79), képlet alapján írható, hogy 
dà R s s . 
ku = — = ————  [ cos ———— —— i 
i rae mnr RE 


ahonnan azonnal adódik a « görbület és a p görbületi sugár 


A= — i, + R cos 


i, +sin 


R R+ m 
K = — = — 
Ram" R? 
m = 0-ra megegyezik a p a körhenger R sugarával. Végezetül a (8.86) és (8.89) képletek 
alapján 
i iy i2 is 
v=X\xu= ——— | —Rsin = Roos Sse M |= 
P= TRE m? FITT VES i 





— COS — sin 
aE F 


—msin— i= moos as in + Rig 
a binormalis és fennáll, hogy 
dv m s : S , 
T; = (os METET lı + cos JE i) =-Ty 
——— N —Ú—Íu."ÍÚÓoou—W2ÜÚŰe 


miszerint 
m 


VR tm 


a torzió értéke. 
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